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Aquest treball aborda l’anàlisi del comportament d’una sèrie de carteres eficients i
l’avaluació de l’exercici de cadascuna d’elles en el període de l’any 2004 al 2020. Les
carteres es construeixen utilitzant el model de carteres eficients de Harry Markowitz, a
més, es confeccionen d’acord amb dos criteris. El primer dels criteris es la volatilitat
mesurada per mitjà de la beta de Sharpe i, el segon, es el nivell de retorn exigit per a cada
una en la resolució del model de Markowitz.
Les carteres estan formades pels títols que pertanyen a l’índex borsari alemany DAX
30. Utilitzant les dades històriques, d’aquestes accions, d’una finestra de cinc anys, s’es-
tima la beta de Sharpe i es classifiquen les mateixes en dos grups depenent si la beta es
major o menor a uno. A partir de cada un d’aquests grups es confeccionen les carteres
formant en total deu carteres. Cada una es prova simulant el seu rendiment hipotètic
amb les dades de rendiments reals de l’any posterior en la finestra de cinc anys. Aquest
procés es repeteix tots els anys d’estudi.
El resultat de l’algoritme són deu línies temporals que mostren els rendiments de
les carteres que s’han anat formant. Aquestes s’avaluen mitjançant els ràtios de Sharpe,
Treynor i l’alfa de Jensen. El resultat de l’estudi es trobar una estratègia d’inversió que en
porte a superar l’exercici de l’índex DAX 30.
Paraules clau: Sharpe, Markowitz, Carteras eficientes, Bolsa
Resumen
Este trabajo aborda el análisis del comportamiento de una serie de carteras eficientes
y la evaluación del desempeño de cada una de ellas en el periodo del año 2004 al 2020.
Las carteras se construyen utilizando el modelo de carteras eficientes de Harry Marko-
witz, además, se confeccionan de acuerdo a dos criterios. El primero de los criterios es la
volatilidad medida por medio de la beta de Sharpe y, el segundo, es el nivel de retorno
exigido para cada una en la resolución del modelo de Markowitz.
Las carteras están formadas por los títulos que pertenecen al índice bursátil alemán
DAX 30. Utilizando los datos históricos, de estas acciones, de una ventana de cinco años,
se estima la beta de Sharpe y se clasifican las mismas en dos grupos dependiendo si la
beta es mayor o menor a uno. A partir de cada uno de estos grupos se confeccionan las
carteras formando en total diez carteras. Cada una se prueba simulando su rendimiento
hipotético con los datos de rendimientos reales del año posterior en la ventana de cinco
años. Este proceso se repite todos los años de estudio.
El resultado del algoritmo son diez líneas temporales que muestran los rendimientos
de las carteras que se han ido formando. Estas se evalúan mediante los ratios de Sharpe,
Treynor y el alfa de Jensen. El resultado del estudio es hallar una estrategia de inversión
que nos lleve a superar el desempeño del índice DAX 30.
Palabras clave: Sharpe, Markowitz, Carteres eficients, Bolsa
Abstract
This work addresses the behavior analysis of a set of efficient portfolios and the per-
formance evaluation of each one of them in the period from 2004 to 2020. The portfolios
are built using the Harry Markowitz’s model of efficient portfolios, furthermore, they are
constructed according to two criteria. The first of these criteria is the volatility measured
III
IV
by the Sharpe’s beta and, the second, is the level of return required for each one in the
resolution of the Markowitz
The portfolios are made up of the securities belonging to the German stock market
index DAX 30. Using the historical data of these stocks over a five-year window, Sharpe
beta is estimated and they, the stocks, are classified in two groups depending if the beta is
greater or less than one. From each one of these groups the portfolios are made up, build-
ing ten portfolios in total. Each one is tested by simulating its hypothetical performance
with the data of the actual performance of the following year of the five-year window.
This process is repeated every year of the study.
The result of the algorithm is ten timelines showing the returns of the portfolios that
have been formed. These are evaluated through the Sharpe ratio, Treynor ratio and the
Jensen Alfa. The result of the study is to find an investment strategy that leads us to
surpass the DAX 30 index performance.
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En el mundo donde vivimos todo, o prácticamente todo, está condicionado por la
economía. En una sociedad, la infraestructura, la calidad de vida, las posibilidades de
desarrollo e incluso la cultura, costumbres y medio ambiente dependen de manera direc-
ta o indirecta de esta.
A la hora de pensar en economía siempre viene a la mente el concepto de «bolsa»1.
La bolsa no constituye toda la economía, pero, sin duda, es uno de los instrumentos más
importantes y significativos de la economía. Los diferentes sucesos y evoluciones que
sufre la bolsa afectan de manera directa a personas, empresas y países y, a partir de ahí,
a todo el resto de cosas.
Este echo convierte a la bolsa y a todos los mercados financieros, en unas herramientas
muy beneficiosas y, al mismo tiempo, peligrosas. Ejemplo de esto son el conocido Crack
del 29 o jueves negro y el miércoles negro. En el primer caso la caída de la bolsa dio
inicio a la crisis económica del 29 o Gran Depresión y, con esta, al cierre de empresas, alto
porcentaje de paro, desesperación, pobreza, etc.
En el segundo caso, la quiebra de las divisas europeas más débiles y, en concreto
la libra esterlina, provocan que Reino Unido salga para siempre del European Exchange
Rate Mechanism (ERM)2 al no poder mantener el precio de la libra por encima del márgen
inferior. Como consecuencia de esto Reino Unido entra en crisis, además, se da un golpe
a la construcción de la Union Europea. Este suceso fue motivado en gran medida por una
serie de movimientos y presiones por parte de hedge funds3 para hacerla caer.
Como podemos ver, es posible destruir y golpear países, empresas y a las personas a
través de estas herramientas de la economía. Al mismo tiempo, en estos dos mismos hítos
de la historia, personas se lucraron y ganaron mucho dinero. El caso más desatacado es
el de George Soros, que en el miércoles negro ganó más de 1.000 millones de dólares.
1Como bolsa no se hacer referencia al objeto físico que sirve para guardar otros objetos, sino, al mercado
financiero
2Acuerdo pactado en marzo de 1979, junto con la creación del Sistema Monetario Europeo (SME), por los
participantes iniciales de la Unión Europea para establecer un mecanismo de control de los tipos de cambio
de sus divisas y reducir la variabilidad del tipo de cambio intentando conseguir la estabilidad monetaria en
Europa. [es.wikipedia.org]
3Fondos de inversión que tienen como objetivo obtener el máximo de rentabilidad a través de todas las




Estudiando el pasado nos damos cuenta fácilmente que es de suma importancia en-
tender y conocer el comportamiento de las herramientas de la economía. En concreto los
mercados financieros tienen un gran potencial.
Para ello podemos fijarnos en los títulos que componen estos mercados. Por medio del
análisis de las características de estos y su reacción ante diferentes situaciones o impulsos
externos podemos lograr entender mejor su comportamiento.
Si tenemos un mayor conocimiento y una mejor compresión de los diferentes títulos y
mercados podremos hacer que estas herramientas jueguen a nuestro favor. Además, este
conocimiento puede generar nuevas técnicas y reglas para un mejor funcionamiento de
los mercados y, de esa manera, poder evitar la ruptura de mercados, que, como ya hemos
visto, puede ser catastrófico.
Este trabajo nace inspirado en este hecho, trata de entender mejor el comportamiento
de los títulos y de las carteras, arrojando un poco más de luz.
1.2 Objetivos
El objetivo que se persigue con este trabajo es, por lo tanto, tratar de entender mejor
el comportamiento que tienen las carteras financieras, en este caso, creadas con títulos
pertenecientes al DAX-30. El DAX 30 será el mercado que tomaremos como referencia.
Las carteras se construirán de acuerdo a la sensibilidad de los títulos que las compo-
nen a los cambios en el mercado, es decir, la volatilidad de estos. De esta manera:
Se podrá ver si es posible superar el rendimiento del mercado con alguna de estas
carteras.
Se intentará encontrar algún patrón de comportamiento que se pueda utilizar en
beneficio.
Se podrán sacar algunas conclusiones acerca del DAX-30 y los títulos que los com-
ponen.
1.3 Relación con las asignaturas de la titulación
Durante la elaboración de este trabajo se ha hecho uso de conocimientos adquiri-
dos durante el transcurso de mis estudios en el doble grado de ingeniería informática
y administración y dirección de empresas. De manera general a tocado muchos de los
conocimientos tratados en diferentes asignaturas pero, en concreto, se han utilizado gran
parte de los adquiridos en las asignaturas que se indican en este apartado.
En la asignatura «Métodos estadísticos en economía» se abordaron los estudios esta-
dísticos de contraste de hipótesis pero, a parte, también se introdujeron conceptos como
la regresión lineal y cómo hallar variables objetivo mediante esta, algo que se ha utilizado
en este proyecto. Por otro lado, esta asignatura profundizó en el análisis de resultados,
sobre todo en el tema de la varianza o el error. Por último, esta asignatura abrió una
puerta a la herramienta de manipulación de datos y análisis RStudio4, herramienta que
ha sido clave para la manipulación de datos y obtención de resultados en este proyecto.
4«RStudio es un entorno de desarrollo integrado (IDE) para el lenguaje de programación R, dedicado a
la computación estadística y gráficos.» (Wikipedia, 15 Marzo 2020)
1.4 Estructura del documento 3
En la asignatura «Dirección financiera» se estudia el marco financiero, describiendo
los agentes e instituciones que intervienen en el sistema financiero español, pero, que, en
términos generales, son extrapolables a otros sistemas financieros. Además, se estudia el
funcionamiento de los mercados financieros y de sus indicadores principales, los índices
bursátiles.
Por último, en la signatura «Economía financiera» se han abordado los conocimientos
principales utilizados en este proyecto, se puede decir que, en términos generales, este
proyecto es una aplicación práctica de los conceptos y modelos estudiados en esta asig-
natura. Los modelos de Markowitz y Sharpe sobre los que se sustenta todo el trabajo se
presentan y estudian en esta asignatura, junto a muchos otros conceptos como frontera
eficiente, activo sin riesgo y evaluación de activos, entre otros.
1.4 Estructura del documento
La memoria del proyecto está organizada de manera que se puedan diferenciar tres
partes atendiendo a su contenido:
I. La primera persigue definir conceptos necesarios para entender mejor el resto del
documento. Además, trata de exponer el contexto sobre el que se va a desarrollar el
estudio. Está compuesta por los capítulos del dos al cinco.
II. En una segunda parte se describe la metodología y herramientas utilizadas para
calcular los datos. A parte de esto, se detalla la fuente de los datos y se comenta paso
a paso el proceso ETL5 y los algoritmos utilizados para el cálculo de los resultados.
Está compuesta por los capítulos seis y siete.
III. La última de las partes expone el análisis realizado de los resultados obtenidos, tra-
tando de dar explicaciones a los diferentes comportamientos encontrados, y las con-
clusiones. La conforman el capítulo ocho y nueve.
A continuación, se va a hacer una breve descripción del contenido de cada uno de los 
capítulos que conforman la memoria:
1. Introducción.
2. Conceptos previos. En este capítulo se trata de definir de manera ampliada concep-
tos que se consideran necesarios conocer para una buena comprensión del trabajo.
3. Teoría de valoración de activos de renta variable. En este capítulo se presenta el
concepto de valoración de activos y qué trata de hacer la teoría que versa sobre
este tema actualmente. Además, se exponen diferentes modelos de valoración de
activos existentes y se define el concepto de eficiencia como la correcta valoración
de los activos.
4. Optimización de carteras. En este capítulo se presenta el concepto de optimización
a nivel general exponiendo el planteamiento matemático. Además, se presenta la
teoría moderna de mercados y cómo aplicar el concepto de optimización en las
carteras financieras.
5. Métodos de evaluación de desempeño. En este capítulo se presentan diferentes
métodos para poder evaluar el desempeño de las carteras o títulos financieros.
5Proceso por el cual se extraen datos de una o diversas fuentes, se transforman, se homogenizan y se
carga en una única base de datos.
4 Introducción
6. Estructura del estudio y herramientas utilizadas. En este capítulo se plantea la
estructura que tiene el estudio y los paso seguidos en el desarrollo. Además, se des-
criben las herramientas que se han utilizado en el trabajo y cómo se han utilizado.
7. Cálculo de carteras y obtención de resultados. En este capítulo se describe el desa-
rrollo de cada una de las partes del proyecto, explicando los pasos más importantes
llevados a cabo en la obtención de los resultados
8. Análisis de los resultados. En este capítulo se describe el comportamiento tanto
del índice como de todas las carteras construidas durante el estudio. Además, se
evalúa el desempeño de cada una de ellas y se destaca la mejor.
9. Conclusiones. Se cierra el estudio exponiendo los puntos a los que se ha llegado,
nombrando los objetivos cumplidos y resaltando factores que han sorprendido du-







En este capítulo se definirá de manera ampliada algunos conceptos que pertenecen al
mundo financiero y que son importantes para entender el proyecto llevado a cabo.
El trabajo realizado está directamente relacionado con los mercados de valores, en
concreto con la Bolsa, por este motivo es necesario conocer qué es un mercado de valores
y cómo funciona. En estos mercados, al igual que en cualquier otro mercado, se negocian
una serie de productos, y estos tienen una serie de características, por este motivo tam-
bién se explican los dos grandes grupos de productos o activos financieros en los que se
pueden clasificar.
Dentro de estos mercados, también directamente relacionado con el trabajo realizado,
existen los llamados índices bursátiles, a los cuales en muchas ocasiones se hace referen-
cia como «mercado». Se define también qué son y para qué sirven y se presenta el índice
con el cual se va a trabajar en el estudio, el DAX 30.
2.1 Mercado de valores
El mercado de valores es, como la palabra indica, un mercado donde se negocian una
serie de productos de manera organizada y regulada por la entidad que corresponda en
cada caso. En el caso de España está regulado por la Comisión Nacional de Mercado de
Valores (CNMV), la Bolsa y Mercados Españoles (BME). El producto principal de este
mercado son las acciones, pero, aparte de este, existen un sinfín de productos muy diver-
sos que le confieren a este mercado un carácter complejo y profundo.
El mercado de valores es una de las herramientas más potentes de la economía. Esto
se debe a que este mercado reúne y pone en contacto a las figuras más importantes en
la economía de un país, las empresas y los inversores. Toda empresa para poder crecer y
funcionar necesita de fondos, de los cuales normalmente carece, por eso necesita captar
dichos fondos de entidades o personas con excesos de capital. Por otro lado, las figuras
con ahorros quieren invertir su capital para que les genere beneficios.
Una de las ventajas más grandes que confiere el mercado de valores es que aporta
liquidez a los participantes. Gracias a esto los valores se pueden comprar y vender en
cualquier momento al precio de mercado. Además, establece un precio objetivo a los
títulos gracias a la oferta y la demanda.
El conjunto de normas y procesos establecidos en este mercado tienen como objetivo
permitir el proceso de emisión, colocación, distribución e intermediación de los valores.
Además de las normas, este mercado cuenta con agentes especialistas con funcionalida-
des específicas que ayudan al buen funcionamiento del mercado. Estos agentes son:
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Agentes de bolsa (Brokers). «El corredor de bolsa o agente de bolsa es un interme-
diario clave del sistema financiero. Su función principal es contactar a compradores
y vendedores de activos mobiliarios. En otras palabras, el corredor es un nexo entre
la oferta y la demanda en el mercado de valores.» (Economipedia)
Comerciante (Dealer). «Personas o firmas que compran y venden valores por cuenta
propia, ya sea a través de un corredor de bolsa o de cualquier otra forma. Estos ac-
túan como principal en el comercio por cuenta propia, al contrario de los corredores
de bolsa que ejecutan órdenes a favor de sus clientes.» (Investopedia)
Creadores de mercado (Market maker). «Un creador de mercado o market maker en
inglés, son entidades que pueden ser empresas o particulares y que cumplen con
la regulación del mercado financiero como participantes del mismo mediante un
contrato con la Sociedad Rectora de éste, para poder ofrecer precios de compra y
de venta de forma continuada. Su objetivo principal es proporcionar liquidez en las
operaciones que se realizan en el mercado secundario.» (Economipedia)
Como se ha mencionado anteriormente, los tipos de valores que se pueden negociar
en estos mercados son muchos y muy diversos. Entre otros, se pueden distinguir merca-
dos de valores:
Primarios. Son mercados donde se emiten por primera vez los títulos. Por ejemplo,
la bolsa actúa de mercado primario para la emisión de nuevas acciones por parte
de una empresa, y el Tesoro en España es el mercado primario de la deuda pública.
Secundarios. Son mercados donde se negocian títulos que ya han sido emitidos y
adquiridos por primera vez para segundas o ulteriores operaciones. Un ejemplo de
estos mercados es la bolsa o le mercado de renta fija (AIAF) en España.
De renta fija. Son mercados donde los títulos que se negocian proporcionan al in-
versor una renta que, a priori, es conocida. Un ejemplo de este mercado en España
es la Asociación de Intermediarios de Activos Financieros (AIAF).
2.1.1. Renta variable
Los títulos de renta variable son activos que no aseguran la rentabilidad de la inver-
sión. Es por esto que se define la renta variable, en general, como un tipo de inversión
que está formada por este tipo de activos, donde la rentabilidad es incierta e, incluso, es
posible no recuperar el capital invertido. El mercado de renta variable según el Plan de
Educación Financiera (2010): «refleja las expectativas empresariales y, por tanto, la situ-
raicón económica general de los distintos países y del mundo entero, esto hace que los
rendimientos que se esperen estén en función de la evolución de la empresa».
Al contrario que en la renta fija, en la renta variable no podemos conocer a ciencia cier-
ta los flujos de caja que vamos a recibir, pudiendo estos variar entre positivos y negativos
e incurrir en pérdidas. Esto se debe a que la rentabilidad de estos activos depende de
manera directa e indirecta de múltiples factores como: evolución de las empresas, com-
portamiento de otros mercados, decisiones políticas, leyes, . . . En general, como afirma
el BBVA en su página web, “se verán alterados por cualquier cambio que se interprete de
manera positiva o negativa por parte de los inversores”.
Esta alternativa de inversión permite obtener buenas rentabilidades, pero, a costa de
asumir un mayor riesgo. Es decir, el hecho de que la rentabilidad no esté garantizada y
sea incierta confieren a este tipo de activos un grado de riesgo mayor que otro tipo de
títulos.
2.1 Mercado de valores 9
Los títulos de renta variable se negocian en mercados de renta variable, siendo la
Bolsa el mercado por excelencia para este tipo de títulos y, la acción, el tipo de título de
renta variable por excelencia. Aunque la acción no es el único producto de renta variable
que existe, también podemos encontrarnos futuros u opciones entre otros.
Las acciones no son más que la parte alícuota de una empresa. Este título le confiere
al poseedor una serie de derechos como, el de información o el de voto. Además, si la
empresa obtiene beneficios durante el ejercicio y, la junta general lo aprueba, esta pue-
de repartir parte de ese beneficio en forma de dividendo a los accionistas, que son los
poseedores de las acciones.
El mercado de renta variable permite muchas posibilidades y es un mundo muy pro-
fundo y complejo. En estos mercados es posible llevar a cabo un gran número de acciones,
tanto por parte de las empresas como de los inversores. En este apartado no se describirán
todas estas operaciones, pero se enumerará alguna:
Ampliación de capital. «Operación financiera dirigida a incrementar los recursos
propios de una empresa para poder acometer nuevas inversiones o por necesidades
de financiación.» (Economipedia). Una de las formas de realizar esta operación es
la emisión de nuevas acciones en la bolsa.
Oferta pública de venta (OPV). «Operaciones que se realizan cuando un propie-
tario de un gran volumen de acciones de una empresa desea vender ese paquete
accionarial. Son ofertas de un volumen excepcional de acciones, que de realizarse
por la vía ordinaria de negociación en bolsa podría llevar a un descenso abrup-
to e importante de su cotización. Por ello esa venta se hace de forma ordenada y
regulada». (Economipedia)
De renta variable. Son mercados donde los títulos que se negocian proporcionan al
inversor una renta que, a priori, no es posible conocer. Ejemplo de este mercado en
España son la Bolsa y el Latibex.
Oferta pública de adquisición (OPA). «Operación del mercado de valores por las
que una persona o entidad hace una oferta para comprar todas o parte de las accio-
nes de una empresa que cotiza en bolsa a un precio determinado.» (Eleconomista)
2.1.2. Renta fija
«La renta fija es un tipo de inversión formada por todos los activos financieros en los
que el emisor está obligado a realizar pagos en una cantidad y en un período de tiempo
previamente establecidos.» (Economipedia)
Esto quiere decir que en títulos de renta fija se garantiza la devolución del capital
invertido y también, una serie de pagos en unas fechas determinadas que generarán una
cierta rentabilidad en la operación. Así pues, en este tipo de inversiones conocemos a
priori los intereses o rentabilidad que se generará.
Es cierto que en este tipo de activos se conoce desde el primer momento la rentabili-
dad y que, en cierto modo, se dice que está garantizada, sin embargo, esto no quiere decir
que el riesgo sea nulo. Es posible que se dé el caso de que el emisor del título no pueda
cumplir con lo pactado.
Pese a esto, la renta fija es un tipo de inversión bastante segura, con poco riesgo y,
generalmente tiene menor riesgo que la renta variable. Es por esto que la rentabilidad
esperada en renta fija es menor que en la renta variable.
10 Conceptos previos
El hecho de que en estos productos conozcamos desde un inicio la cantidad que se
nos va a pagar y el momento en que se efectuará dicho pago, no quiere decir que su
precio sea constante. En otras palabras; en la renta fija, lo que es fijo, es la cantidad de
dinero que se ha acordado que nos van a pagar. Esta cantidad de dinero se fragmenta en
diferentes pagos llamados cupones.
El precio de estos títulos no es constante porque los prestamistas o inversores que
han adquirido estos títulos pueden acudir al mercado para venderlos. De esta manera, el
precio de un mismo título puede variar en el tiempo.
Para que los activos de renta fija tengan intereses fijos se han de mantener hasta el
vencimiento del título. Es decir, si se adquiere un título de renta fija y se mantiene hasta
la fecha en que se extingue el contrato, no importan las fluctuaciones del precio de ese
título en el mercado, pues el inversor obtendrá la rentabilidad acordada.
La renta fija, según la Comisión Nacional del Mercado de Valores (CNMV), se pue-
de clasificar en dos grupos atendiendo la naturaleza del emisor del título. Por un lado,
tenemos la renta fija pública y, por otro, la renta fija privada:
Deuda pública. Se llama deuda pública a los títulos de renta fija emitidos por entes
públicos para financiarse. Por ejemplo, un país.
Deuda privada. Se llama deuda privada a los títulos de renta fija emitidos por entes
privados para financiarse. Por ejemplo, una empresa.
Dentro de cada una de estas dos grandes categorías se pueden distinguir diferentes
tipos de deuda según la capacidad de la entidad emisora de hacer frente a la deuda
contraída con el inversor. Los títulos son clasificados o catalogados por las agencias de
calificación crediticia.
2.2 Índices bursátiles
La página especializada Economipedia define un índice bursátil como “un índice de
referencia que se forma con un conjunto de valores cotizados en una bolsa de valores.”
Los índices se crean con cestas de valores cotizados e individuales, es decir, que están
compuestos por varios activos que cotizan en el mercado de valores de manera indepen-
diente al resto. Los activos que componen el índice bursátil se llaman «valores constitu-
yentes del índice». Los índices bursátiles son muy útiles para poder analizar variaciones
de precios o evaluar el desempeño de un conjunto de empresas de manera inmediata.
Este índice bursátil es un valor numérico calculado según los precios de mercado, en
cada momento, de cada uno de los títulos que componen dicho índice. La rentabilidad
del índice es la variación de su valor de un periodo a otro, siendo esta la suma ponderada
de las rentabilidades de los títulos que la componen.
Es posible generar infinidades de índices bursátiles, cada uno construido seleccio-
nando títulos bajo un cierto criterio y mediante fórmulas específicas. Cualquier persona
podría agrupar un conjunto de títulos que le interesase y conformar un índice. Al fin y al
cabo, un índice bursátil sirve para representar la evolución del conjunto de activos que lo
componen de manera rápida.
A pesar de esto, cuando se habla de índices bursátiles, se suele hacer referencia a índi-
ces que sirven para representar la evolución de las empresas de un país, un determinado
sector de la economía o un tipo de activo financiero. Los índices bursátiles que acaparan
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las mayores empresas de un país se utilizan como un indicador de la economía de este.
Según la IG Group1, se pueden distinguir los siguientes tipos de índices:
Índices mundiales. Este tipo de índices incluyen a las mayores empresas mundia-
les. Ejemplos de este tipo de índices son el índice MSCI World, que se compone
de 1500 valores de los diferentes mercados del mundo. Este índice se suele utilizar
como referencia para fondos.
Índices nacionales. Este tipo de índice muestra el rendimiento del mercado de ren-
ta variable de un país. De esta manera, este índice este tipo de índice muestra la
valoración que tienen los inversores de ese mercado de los títulos que se negocian
en él. Un ejemplo de este índice es el IBEX-35 que está compuesto por acciones de
las 35 empresas más importantes de España.
Índices sectoriales. Este tipo de índices están mucho más especializados. En es-
te caso sirven para hacer un seguimiento del rendimiento de sectores o industrias
específicas. Un ejemplo de este índice es el Morgan Stanley Biotech, que hace segui-
miento a 36 empresas de biotecnología.
Índices de divisas. Este tipo de índices mide el valor de una divida sobre otras
dividas. Por ejemplo, el US Dollar Indez, que mide el valor del dólar sobre otras
divisas.
Índices de materias primas. Este tipo de índices es parecido al índice de tipo sec-
torial, pero, en este caso, se centran únicamente en materias primas. Un ejemplo de
este tipo de índice es el Continuous Commodity Index, que incluye 17 futuros de
materias primas.
Índices de sentimiento de mercado. Este tipo de índice mide las expectativas de la
volatilidad a corto plazo. Un ejemplo de este tipo de índices es el CBOE (VIX).
2.2.1. DAX-30
«El DAX-30 es el índice de las acciones blue chip2 de las 30 compañías más grandes de
Alemania que cotizan en la Bolsa de Fráncfort» (Consolación Espiñeira Carmona, Com-
paración del IBEX 35 y el DAX 30: Metodología de cálculo y rendimientos, mayo 2018).
Las sesiones de esta bolsa se desarrollan de lunes a viernes de 9:00 a 17:30, que es cuando
se lleva a cabo la subasta de cierre de precios de Xetra3. Se tienen valores históricos del
DAX 30 desde el 28 de septiembre de 1959 pero, se considera a partir 30 de diciembre de
1987 ya que en esta fecha se fijó su base en el valor 1.000.
El DAX es un índice de tipo nacional que mide el rendimiento de las 30 empresas
más grandes de Alemania en términos de volumen y capitalización de mercado. Este es
un índice, por tanto, ponderado según capitalización. Se calcula según la metodología de
capital flotante, por lo que solamente se tienen en cuenta el número de acciones de libre
disposición, es decir, las que se pueden comprar y vender efectivamente, ignorando así
las acciones en poder de gobiernos u otras instituciones.
Los 30 títulos que componen el índice suponen en torno al 80 % de la capitalización
del mercado alemán. En este grupo de acciones están representados los sectores con in-
1«IG Group es un bróker británico de los mercados de valores [...] está regulada por la Financial Conduct
Authority» (Wikipedia)
» 2“Los valores blue chip son las acciones de compañías con buena reputación, estables desde el punto de
vista financiero y arraigadas en su sector” (IG Group)
3«Es la plataforma electrónica de negociación de la Bolsa Alemana» (Wikipedia)
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fluencia en la economía del país. El DAX 30 fue diseñado desde un inicio para ser utili-
zado como subyacente de productos financieros.
El peso máximo que puede tener una empresa en este índice está limitado al 10 %. A
través de Xetra se extraen los precios, que se calculan cada segundo. El índice se calcula
según la fórmula 2.1 y se revisa trimestralmente para añadir o eliminar acciones. Las
empresas que componen el DAX deben cumplir con los siguientes requisitos:
Llevar al menos tres años cotizando en bolsa.
Como mínimo el 10 % de sus títulos deben negociarse públicamente.
Deben cotizar en el segmento “Prime Standard” de la Bolsa de Frankfurt
Tiene que ser representativas para la economía alemana.
DAXt = KT · ∑ pit · f fiT · qiT · cit∑ pi0 · qi0 · Base (2.1)
Donde:
t. Es el momento en que se calcula el índice.
T. Es el momento en el que se hacen ajustes (momento del último encadenamiento).
Kt. Es el factor que permite encadenar los tiempos T y t.
pit. Es el precio de la acción i en el momento t.
f fiT. Es el capital flotante de la acción i en el momento T.
qiT. Es el número de acciones de la compañía i en el momento T.
cit. Es el factor de ajuste de la compañía i en el momento T (por ampliaciones o
reducciones de capital, dividendos, etc).
pi0. Es el precio de cierre de la acción i en el día de negociación siguiente a la primera
inclusión en el índice.
qi0. Es el número de acciones de la compañía i en el día de negociación siguiente a
la primera inclusión en el índice.
Base del índice. En este caso es 1000
En la figura 2.1 podemos ver un gráfico de tarta que nos muestra la composición del 
DAX 30 por sectores económicos. Como se puede ver en esta, el sector número uno dentro 
de la economía alemana es la química. Esto es debido a que existen dentro de este índice 
grandes empresas químicas como BASF y Bayer.
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Figura 2.1: Composición del DAX 30 por sectores. Fuente: https://www.ig.com, con datos a fecha
del 13 de mayo de 2020
     Bien es cierto que la industria automovilística es una de las más influyentes dentro 
del índice también, puesto que, se encuentran los tres grandes fabricantes de vehículos 
alemanes. Estos tres grandes son Daimler4, BMW y Volkswagen Group representando 
una gran fracción de la ponderación del índice y aproximadamente el 12 % de su capita-
lización total.
4Es la empresa matriz de Mercedes-Benz

CAPÍTULO 3
Teoría de valoración de activos de
renta variable
Algo imprescindible que tiene que tener en cuenta un buen comprador, es que paga
por el producto adquirido el precio adecuado. Se puede decir que un buen mercado es
aquel que asegura que los productos que se venden y compran en él, se estén valorando
correctamente y, que por ellos, se estén pagando unas cantidades de dinero correctas.
Esta idea se aplica, como no puede ser de otra manera, al mercado de valores. En este
mercado es necesario tener en cuenta y saber si un activo está valorado correctamente o
si no lo está, si está sobrevalorado o infravalorado, ya que esta información puede traer
tanto pérdidas como beneficios para el inversionista.
A partir de ahí se ha desarrollado la teoría de valoración de activos que se ocupa de
precisamente de esto, de conocer el valor adecuado que tendría que tener un determinado
producto financiero. Con este objetivo se han ido generando diferentes modelos, como el
modelo CAPM, APT o el de Sharpe, que se describen en este capítulo.
3.1 Concepto
En el mercado de renta variable, como se ha explicado, los rendimientos de los dife-
rentes activos varían, puesto que están sujetos a múltiples factores y, estos factores pue-
den afectar más a unos que a otros, de manera positiva o negativa. Un inversor tiene en
este mercado una gran variedad de posibles inversiones ya que existen muchas acciones
distintas. En cada una de ellas existe incertidumbre con respecto a la rentabilidad que se
espera obtener y al riesgo que se asume en cada uno de los activos financieros.
De esta manera, dependiendo del análisis que realice el inversor, éste formará una
combinación de títulos financieros, a esta combinación de activos se le denomina cartera
o portafolio. Indiferentemente de la cartera que cree, siempre proporcionará una rentabi-
lidad con nivel de riesgo que tendrá que asumir.
FIKAI (2013) nos brinda una definición de rentabilidad: «La rentabilidad de una in-
versión se define como la variación porcentual que experimenta el valor de un activo du-
rante un periodo de tiempo». Éste mismo explica que es posible diferenciar dos tipos de 
rendimientos según la perspectiva temporal que analicemos. Si nos fijamos en el pasado 
estaremos hablando de rentabilidad histórica, y si nos basamos en el futuro hablaremos 
de rentabilidad esperada.
La rentabilidad histórica se calcula a partir de los datos históricos del activo. Esto 
quiere decir, que para poder calcular esta rentabilidad tendremos que atender a los datos
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de los precios que ha tenido este activo en una franja de tiempo determinado. La renta-
bilidad esperada, por el contrario, no se basa en datos pasados, sino, en previsiones de 
precios futuros. Pese a que se utilicen datos históricos, cuando los datos no son cono-
cidos con certeza, solamente se puede realizar una estimación aproximada mediante la 
esperanza matemática.
En el mercado de renta variable, el rendimiento esperado para un inversor es el coste 
de oportunidad de capital para los inversores que comparten el mismo grado de riesgo 
que éste. «De acuerdo con Breayle, Myers y Allen (2014) para estimar el costo de capital 
con base en los rendimientos históricos o las primas de riesgo, es mejor utilizar promedios 
aritméticos. El uso de rendimientos históricos se debe a que no se puede conocer con 
exactitud la tasa de rendimiento del portafolio de mercado debido a su composición» 
(Carla Imma Lupa Bascones, 2019).
Como vemos en la ecuación 3.1 la rentabilidad de un título financiero se puede definir 
como la suma de la tasa de interés libre de riesgo y la prima de riesgo de ese título. La 
primera parte del sumando corresponde a la rentabilidad que se obtendría si se invirtiera 
en un activo sin riesgo, es decir, que se considera seguro, como la deuda del estado. La 
segunda parte del sumando hace referencia a lo que el inversor espera recibir por asumir 
el riesgo adicional al optar por invertir en el activo en cuestión.
rm = r f + prima de riesgo (3.1)
Atendiendo a esto, y según el tema 9 de la asignatura de Dirección Financiera de la
Universidad Politécnica de Valencia, podríamos generar una cartera combinando activos
con riesgo y activos sin riesgo. De esta manera, dado un activo con riesgo con una ren-
tabilidad esperada r y riesgo σ, medido por la desviación típica de los rendimientos y,
comprando α del activo arriesgado y 1-α del activo sin riesgo, construiríamos una cartera
de rentabilidad rc y riesgo σc (varianza ponderada del activo con riesgo) como se ve en
las ecuaciones 3.2 y 3.3 respectivamente.
rc = αr + (1− α)rt (3.2)
σc = ασ (3.3)
Las previsiones y expectativas de los inversores en el mercado varían en el tiempo,
haciendo que, del mismo modo, varíe el riesgo y con ello la prima de riesgo. «Si hay una
disminución en el rendimiento que los inversionistas requieren, la prima de riesgo será
sobreestimada a partir de los rendimientos pasados» (Brealey, Myers y Allen, 2014).
El concepto de riesgo se refiere a la probabilidad de que una operación termine de un
modo diferente al que se esperaba en un inicio. Una forma de medir el riesgo es calcu-
lando la variabilidad que pueden tener los rendimientos futuros de un activo o cartera.
De esta manera, como ya hemos visto, se puede utilizar la varianza o la desviación típica
como indicador.
Riesgo total de un activo = Riesgos sistemático+ Riesgo no sistemático (3.4)
El riesgo de un activo o cartera se puede descomponer en la suma de dos tipos de
riesgos, el riesgo sistemático o no diversificable y el riesgo no sistemático o diversifica-
ble. El primer tipo de riesgo, el sistemático, se caracteriza porque no es posible eliminarlo
o minimizarlo en una cartera, el segundo, al contrario, es posible eliminarlo o minimi-
zarlo en una cartera por medio de una buena gestión del riesgo, mediante técnicas de
minimización del riesgo por medio de la diversificación.
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El riesgo sistemático, también conocido como riesgo de mercado, engloba el conjunto
de factores monetarios, políticos, sociales y económicos que provocan alteraciones de
la rentabilidad de un activo. Afecta a todos los activos del mercado en mayor o menor
grado.
El riesgo no sistemático engloba al conjunto de factores que tienen que ver con la
empresa o la industria y que afectan únicamente a la rentabilidad de sus acciones o bonos.
Este surge de la incertidumbre que gira alrededor de la empresa y el desarrollo de su
actividad.
La teoría de valoración de activos versa sobre cómo evaluar los títulos financieros,
de manera que podamos estimar la rentabilidad que debería aportar dicho activo aten-
diendo al riesgo que posee, entre otros factores. Existen diferentes modelos que intentan
conseguir esto, pero, tienen en común que existe una relación directa entre la rentabilidad
del activo y el riesgo asumido.
3.2 Capital Asset Princing Model (CAPM)
El modelo de valoración de activos CAPM es un modelo desarrollado por William
Sharpe (1962) que permite estimar la rentabilidad esperada en función del riesgo siste-
mático.
Según Fama, E.F. y Kenneth R.F. (2003) en su estudio The CAPM: Theory and Evi-
dence, el modelo de valoración de activos CAPM marca el nacimiento de la teoría de
valoración de activos. Anterior a este modelo no existían modelos de valoración de acti-
vos construidos sobre el principio de oportunidad de inversión con predicciones claras y
comprobables del riesgo y el rendimiento.
El desarrollo de este modelo está basado en el modelo media-varianza o modelo de
Markowitz de Harry Markowitz (1952, 1959). Se trata de un modelo teórico que se basa
en el equilibrio del mercado, donde la situación de mercado es de competencia perfecta,
en el cual los precios de los activos se determinan gracias a la interacción de la oferta y la
demanda. Teniendo más rentabilidad los activos más arriesgados, si pudiéramos medir y
dar valores a los diferentes niveles de riesgo asumidos, podríamos estimar un porcentaje
de rentabilidad potencial de los activos.
El modelo CAPM, trata de formular este razonamiento. En las ecuaciones 3.5 y 3.6
podemos ver la formulación del modelo.











E(Ri). Es la tasa de rentabilidad esperada de un activo concreto.
E(Rze). Es la rentabilidad del activo sin riesgo.
E(βie). Es la medida de la sensibilidad del activo respecto al mercado. Mide la vola-
tilidad.
E(Re). Es la rentabilidad esperada del mercado
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Fama, E.F y Kenneth R. F. (2003) indican en su estudio que, para poder interpretar
estas dos ecuaciones es necesario tener en cuenta que la rentabilidad esperada de los ac-
tivos y las covarianzas entre los activos son parámetros que tiene que aportar el inversor.
Sabiendo esto, las ecuaciones dicen que, dados estos datos de entrada, encontrar una car-
tera que minimice la varianza del rendimiento sujeto a haber esperado el rendimiento
E(Re) implica escoger los pesos de los activos que componen la cartera. Cada uno de es-
tos activos producirán un riesgo beta que hará que la primera fórmula se satisfaga para
cada activo.
3.3 Arbitrage Pricing Theory (APT)
La teoría del arbitraje, o arbitraje pricing theory (APT) en inglés, es una teoría que
pretende estimar la rentabilidad esperada de un activo como una función lineal de un
número desconocido de factores desconocidos.
Para poder entender mejor esta teoría es necesario que definamos qué es el arbitraje.
Según Ignacio Requejo Puerto1 el arbitraje es la «ganancia de un beneficio sin riesgo al
aprovechar un diferencial en la valoración de un mismo título o activo físico en dos mer-
cados. Implica venta de un activo a un precio relativamente alto y compra simultánea del
mismo título (o equivalente) a un precio relativamente bajo».
De acuerdo con esta definición de arbitraje, los beneficios derivados de operaciones
de esta clase están libres de riesgo, de esta manera, todo inversor tiene incentivos para
aprovechar las oportunidades de arbitraje explotándolas mediante carteras de arbitraje.
Esto último es el supuesto fundamental de esta teoría.
El principio fundamental alrededor del cual gira esta teoría es que, en un mercado de
títulos que funciona correctamente no deberían existir estar oportunidades de arbitraje.
Simplificando, la teoría de arbitraje se materializa en una ecuación lineal que depende
de una serie de factores y de unos parámetros o coeficientes, que llamaremos coeficientes
beta, a los que se suma una constante llamada activo libre de riesgo. Así pues, al igual
que en el modelo CAPM, el objetivo es estimar la rentabilidad esperada de un activo. La
fórmula matemática del modelo es la que vemos en la expresión 3.7.
E(ri) = r f + β1F1 + β2F2 + · · ·+ βnFn + e (3.7)
Donde:
E(ri). Es la tasa de rentabilidad esperada de un activo concreto.
r f . Es la rentabilidad del activo sin riesgo.
β. Es el coeficiente o parámetro de cada factor
F. Es el factor macroeconómico que influye en la rentabilidad esperada
e. Es el error aleatorio del modelo lineal.
Los diferentes factores que componen la expresión matemática son magnitudes ma-
croeconómicas como el Producto Interior Bruto, y las betas que los acompañan expresan
la sensibilidad de la rentabilidad del activo ante cambios de las diferentes magnitudes.
Si nos fijamos en el valor de las betas y su signo podemos entender mejor la expresión.
Si el valor es mayor que uno, el factor en cuestión afectará más que proporcionalmente a
1En sus apuntes sobre la teoría del arbitraje: http://www.irequejo.es/asig01/01esqm/sq1001001.pdf
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la rentabilidad del activo y, si es menor que uno, afectará menos que proporcionalmente.
En cuento al signo de las betas, si el signo de estas es positivo, esto quiere decir que
afecta de manera directa a la rentabilidad, por el contrario, si es negativa, la relación será
inversa.
Esta teoría del arbitraje y el modelo factorial (Ross, S.A., 1976), se puede considerar
como una ampliación del modelo CAPM. Así pues, el modelo CAPM sería un caso parti-
cular del modelo APT cuando se contempla un único factor explicativo de la rentabilidad
de las inversiones y, dicho factor, viene dado por la cartera de mercado.
3.4 Modelo de mercado de Sharpe
El modelo de Sharpe es un modelo de fijación de precios de activos, ideado por Wi-
lliam Sharpe en 1963, en el cual un inversor puede construir una cartera eligiendo una
exposición al riesgo determinada a través de la combinación de valores de renta fija y de
renta variable.
Este modelo surge como caso particular del Modelo Diagonal, también creado por
William Sharpe. A su vez, este modelo es el resultado de la simplificación que William
Sharpe realizó del modelo de Markowitz.
El modelo de Markowitz implica un elevado coste computacional y un elevado núme-
ro de datos ya que es necesario hallar todas las covarianzas existentes entre cada pareja
de títulos y generar una gran matriz de varianzas y covarianzas. Para evitar esto, William
Sharpe propone el modelo diagonal de índice de mercado. De partida, se asume que la
relación entre los posibles activos que conforman la cartera está dada por un índice que es
común a ellos y, que, normalmente, se asimila al mercado al que pertenezcan los activos
que conforman la cartera.
Como se ha dicho anteriormente, el Modelo de Mercado de Sharpe, es un caso parti-
cular de este Modelo Diagonal. Esta particularidad se refiere a que se toma el índice de
referencia como la rentabilidad que ofrece el mercado de valores.
Entonces, la rentabilidad de un determinado activo, i, viene dada por la expresión 3.8
Ri = ai + bi · I + ei (3.8)
Donde:
ri. Es una constante.
bi. Parámetro propio de cada activo i, expresa la relación existente entre las fluc-
tuaciones de la rentabilidad del índice y fluctuación del rendimiento del activo en
particular. Corresponde a la pendiente de la recta.
I. Nivel del índice.
ei. Variable aleatoria.
Asumiendo que:
La correlación entre el índice, I, y la variable aleatoria, ei, es nula para cualquier
activo.
Las rentabilidades de dos activos cualesquiera están relacionadas sólo a través de
su relación común con el índice.
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Xi[ai + bi · E(I)] (3.9)









Xi · (ai + bi · I + ei) (3.10)
Desarrollando y sacando factor común queda la expresión del a figura 3.11
Rp = X1 · a1 + ...+ XN · aN + bp · I + X1 · ε1 + ...+ XN · εN (3.11)
El término bp de la expresión (ecuación 3.11) indica la sensibilidad de la rentabilidad
de la cartera a los cambios en el índice. Es otras palabras, se podría decir que es una
medida de la volatilidad de la cartera.
El riesgo del título se mide con la varianza de la cartera. Para poder calcularla se
necesita considerar los términos relacionados con los elementos aleatorios. Además, el
modelo supone que cada variable no está correlacionada con las demás. La expresión
para calcularla la podemos ver en la figura 3.12
σ2p = b
2




X2i · σ2e1 (3.12)
Atendiendo a la expresión, el primer sumando de la varianza se le conoce como riesgo
sistemático o no diversificable y al segundo como riesgo no sistemático o diversificable.
El riesgo no diversificable o no sistemático es un tipo de riesgo que se puede eliminar
mediante técnicas de diversificación de activos, el riesgo sistemático, por el contrario, no
se puede eliminar. En carteras eficientes el riesgo no sistemático tendrá que ser nulo.
3.5 Eficiencia de los mercados de capitales
La teoría de los mercados eficientes fue desarrollada por Fama, E.F. en 1970. Este ar-
gumentó que un mercado en el que todos los precios de los títulos siempre reflejan com-
pletamente la información disponible, de tal manera que se valoren siempre de manera
correcta, se le puede catalogar como eficiente.
De esta manera, en un mercado eficiente, los precios de los títulos que se negocian
deberán ajustarse de manera rápida y precisa a cualquier variación de información que
pudiera darse.
Cuando este habla de información disponible, se refiere a tres grupos de información
diferentes. El primer grupo de información recoge información sobre los precios histó-
ricos de los activos. El segundo grupo de información recoge información pública sobre
la situación de la empresa, comunicados, beneficios, etc. El tercer y último grupo de in-
formación hace referencia a la información que pueden tener monopolizada grupos de
inversores sobre la formación de los precios.
Se dirá que un activo está correctamente valorado cuando el valor neto de este sea
cero, es decir, que este no aporte ni más rendimiento del que se espera ni menos. En otras
palabras, no existirán activos que esté infravalorados, ni sobrevalorados, y los inversores
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obtendrán el rendimiento adecuado para el nivel de riesgo que han asumido con la ope-
ración. De esta manera, los inversores, no tendrán que gastar ni tiempo, ni dinero, en el
análisis del valor intrínseco del título (FIKAI, 2013).
En el momento en que el valor actual neto no sea nulo, el título estará infra o so-
brevalorado, existiendo diferencia entre el precio y el valor intrínseco de este. En estos
momentos existirá una ineficiencia. Este tipo de ineficiencias son de carácter temporal y
se dan en el breve transcurso de ajuste del precio ante variaciones de información.
De acuerdo con Eugene Fama (1965):
Los precios actuales de los activos cambian de manera rápida para ajustarse al nue-
vo valor intrínseco que resulta de la variación de la información.
El tiempo que transcurre entre dos ajustes consecutivos de precios en un mismo
título es una variable aleatoria independiente.
Atendiendo a los tres tipos de información, Fama, E.F. en su teoría de mercados de
capitales eficientes, describe tres pruebas o hipótesis:
Weak form tests o hipótesis débil. En esta, cada título refleja totalmente la informa-
ción contenida en la serie histórica de precios, es decir, toda la información pasada.
De acuerdo con esta hipótesis, ningún inversor podrá conseguir un rendimiento su-
perior al promedio del mercado analizando exclusivamente la información pasada.
Semi-strong form tests o hipótesis intermedia. En esta, cada título refleja, no solo
la información pasada, sino también, toda la información pública que existe acerca
de la empresa y del entorno que pueda afectar a cada título. De acuerdo con esta
hipótesis, solo se podrá lograr un rendimiento superior al promedio a través de la
utilización de información privilegiada o privada.
Strong form tests o hipótesis fuerte. En esta, los precios reflejan toda la informa-
ción existente, ya sea pública o privada. En esta hipótesis es imposible de lograr ya
que solamente se daría en un mercado perfecto. En este mercado solo sería posible




En este capítulo se va a explicar lo que se entiende por optimización y el aspecto
general que tiene un problema de optimización, además de los objetivos que persigue.
Por otro lado, se va a explicar también qué es la teoría moderna de carteras que in-
trodujo Harry Markowitz y cómo se puede plantear para hallar carteras óptimas para un
inversor concreto a partir del planteamiento del modelo como un problema de optimiza-
ción.
4.1 Teoría de la optimización
Dado que en muchos activos no es posible posicionarse en corto porque el mercado
no te permite se ha decidido restringir el modelo con posiciones en largo solamente.
Puede encontrarse una definición de optimización en la página web personal del doc-
tor Silvestre Paredes1: «La teoría de optimización clásica o programación matemática está
constituida por un conjunto de resultados y métodos analísticos y numéricos enfocados
a encontrar e identificar al mejor candidato de entre una colección de alternativas, sin
tener que enumerar y evaluar explícitamente todas estas alternativas. Un problema de
optimización es, en general, un problema de decisión».
De acuerdo con esta definición podemos decir que la optimización tiene como objeti-
vo elegir la mejor alternativa de entre un conjunto finito o infinito de posibles soluciones.
Los problemas de optimización consisten en la formulación de una expresión estándar de
medida que determine el valor o rendimiento de una alternativa y, en la mejora de este
valor por medio de la elección de la mejor alternativa de entre el conjunto de alternativas
que existen.
En un problema de optimización el objetivo es hallar un mejor rendimiento cada vez
mientras se va acercando el rendimiento a uno o varios puntos óptimos. Esto se puede
conseguir maximizando o minimizando una determinada función (que es la expresión
estándar de medida), siendo esta el indicador que nos determina si el rendimiento es
bueno o malo. A la vez que se consigue mejorar la función se satisfacen unas determina-
das restricciones que impone el problema.
Alejandro Antón Aguilar, en su trabajo de final de grado titulado Optimización de
carteras de inversión mediante técnicas evolutivas y diferentes medidas de riesgo, nos
plasma muy bien el planteamiento formal de un problema de optimización a grandes
rasgos. En este documento nos describe que un problema de optimización puede ser
representado como la búsqueda de un vector ~x∗ de parámetros del sistema en conside-
1La podemos encontrar en: http://www.dmae.upct.es/∼ paredes/am_ti/apuntes/guia_foe.pdf
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ración, que satisface las m restricciones de desigualdad y las p restricciones de igualdad
(ecuación 4.1). Y parar los cuales existe un criterio de calidad (que es la función de medi-








gi(~x) ≥ 0 i = 1, 2, ..., m
hi(~x) = 0 i = 1, 2, ..., p
(4.1)
En el planteamiento anterior podemos identificar tres elementos fundamentales: el
vector de parámetros, las restricciones y el criterio de calidad. Estos tres elementos se
corresponden cada uno con las variables del problema, un conjunto de relaciones que
deben cumplir las variables y una función hecha mediante esas variables. Estos elementos
se repiten en todos los problemas de optimización y se definen a continuación:
Variables de decisión. Este es el primer elemento clave en la formulación de un
problema de optimización. Se deben seleccionar las variables independientes que
sean más adecuadas para caracterizar los posibles modelos candidatos y las con-
diciones de funcionamiento del sistema. Las variables independientes son aquellas
que tienen impacto sobre la función objetivo. Estas variables se representan como
en forma de vector (expresión 4.1).
Restricciones. Cuando ya están escogidas las variables independientes, el paso que
sigue es establecer las restricciones del sistema. Esto se hace mediante ecuaciones o
inecuaciones, de esta manera se establecen las relaciones que deben cumplirse entre
las variables de decisión. Estas restricciones se deben a limitaciones del sistema,
naturaleza del problema, limitaciones tecnológicas y otras. Distinguimos dos tipos
de restricciones:
• De desigualdad. Son inecuaciones entre variables como se ve en la expresión
4.1.
• De igualdad Son ecuaciones entre las variables como se ve en la expresión 4.1
Función objetivo. Por último, se establece la función objetivo, que es nuestra fun-
ción de medida, también llamada criterio de elección o índice de rendimiento. Esta
función es la encargada de decir qué valores de las variables son los adecuados
y, de esta manera, resuelven el problema de optimización. No importa el método
de optimización que se utilice, se entenderá «mejor» dentro de la optimización a
los valores de las variables de decisión que generen un valor máximo o mínimo
(dependiendo del criterio elegido) de la función objetivo elegida.
El problema que plantean este tipo de métodos es que, cuando las funciones que se
están tratando no son lineales, se obtienen óptimos locales. En la mayoría de los casos esto
no es suficiente para los problemas del mundo real. Debido a este problema es necesario
recurrir a la optimización global.
El objetivo de la optimización global es encontrar la mejor solución de un modelo,
pero, esta vez, de manera absoluta. Estos modelos es posible que no sean lineales, como
se muestra en la figura 4.1 y que tengan múltiples puntos óptimos locales, como vemos
en la figura 4.2.
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Figura 4.1: Función no lineal Fuente: Optimización de carteras de inversión mediante técnicas
evolutivas y diferentes medidas de riesgo, Alejandro Antón Aguilar, Universidad Carlos III de
Madrid
Figura 4.2: Función con múltiples picos Fuente: Optimización de carteras de inversión mediante
técnicas evolutivas y diferentes medidas de riesgo, Alejandro Antón Aguilar, Universidad Carlos
III de Madrid
4.1.1. Modelos de optimización
Los modelos de optimización se han clasificado tradicionalmente en tres grandes gru-
pos; los enumerativos, los deterministas y los estocásticos. Dentro de los modelos deter-
ministas podemos encontrar dos ramas principales, que son los métodos directos e indi-
rectos. Dentro de los modelos estocásticos cabe destacar los modelos metaheurísticos.
Los modelos enumerativos son aquellos que garantizan la obtención de la mejor so-
lución posible, es decir, del óptimo global. Esto lo hace por vía exploratoria del espacio
de soluciones en su totalidad. Esto quiere decir que este tipo de modelos genera y evalúa
cada solución una por una hasta que encuentra el óptimo.
Este tipo de modelos se pueden utilizar en espacios de búsqueda finitos o infinitos,
pero discretizados, y en dicho caso no se podría asegurar un óptimo global, sino, el ópti-
mo de dicho espacio acotado. Este tipo de modelos son muy sencillos y útiles cuando el
espacio de búsqueda es pequeño.
26 Optimización de carteras
Figura 4.3: Clasificación clásica modelos optimización. Fuente: Optimización de carteras de in-
versión mediante técnicas evolutivas y diferentes medidas de riesgo, Alejandro Antón Aguilar,
Universidad Carlos III de Madrid
Los modelos deterministas o numéricos son modelos donde se supone que los da-
tos son conocidos a ciencia cierta, es decir, se da por hecho que cuando el modelo sea
analizado se tendrá disponible la información que es necesaria para tomar las decisiones.
En este tipo de modelos matemáticos las mismas entradas producirán siempre las
mismas salidas, no contemplándose la existencia del azar o el principio de la incerti-
dumbre. Estos están estrechamente relacionados con la creación de entornos simulados
o a través de simuladores para el estudio de situaciones hipotéticas. Estos métodos son
divididos en dos ramas principales, los métodos indirectos y los métodos directos
Los métodos indirectos requieren el cálculo de las derivadas o gradientes primeras
y segundas de la función objetivo en cuestión. Con la primera derivada igualada a cero
busca puntos que tienen pendiente cero, estos serán los puntos óptimos. A partir de la
segunda derivada, mirando su signo, se puede determinar si el punto óptimo es un má-
ximo o un mínimo de la función. Las funciones con un solo punto óptimo son fáciles de
resolver por este tipo de métodos.
El problema que plantean los métodos indirectos es que muchas veces es complejo
o no es posible obtener las derivadas de la función, ya que puede que ni se conozca la
forma analítica de la función objetivo. En estos casos se utilizan los métodos directos. Este
tipo de métodos son capaces de trabajar teniendo solamente los valores (experimentos)
de la función objetivo. Estos se centran en buscar los puntos óptimos que se encuentran
alrededor del punto actual tratando de encontrar un valor de la función objetivo que sea
mejor que el actual. Dicho de otra manera, los métodos directos tienen como misión, a
partir de los experimentos o evaluaciones realizadas, encontrar el siguiente experimento
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o evaluación que mejore el valor de la función objetivo y así aumentar la velocidad de
convergencia.
Los modelos estocásticos, también conocidos como modelos probabilísticos, se carac-
terizan porque algún elemento del modelo no se conoce a priori, incorporando de esta 
manera, la incertidumbre. Por lo tanto, se considera un modelo como estocásticos cuan-
do, al menos, una variable de este se toma como un dato al azar y, las relaciones entre las 
diferentes variables del modelo se conocen por medio de funciones probabilísticas.
Estos modelos surgieron como alternativa a las técnicas enumerativas y determinis-
tas puesto que, en muchos casos, los problemas del mundo real ya sean de ingeniería o 
científicos, no se pueden abordar con este tipo de modelos.
Por último, tenemos los modelos metaheurísticos. Los modelos metaheurísticos, real-
mente, son una clase de modelo estocástico, puesto que son modelos probabilísticos. Este 
tipo de modelos se basan en procedimientos iterativos que guían a una heurística su-
bordinada combinando de forma inteligente distintos conceptos para explorar y explotar 
adecuadamente el espacio de búsqueda.
Este tipo de algoritmos tienen como ventajas que son algoritmos de propósito general, 
tienen un gran éxito en la práctica, son fácilmente implementables y paralelizadles. Por 
contra, son algoritmos aproximados, es decir, no son exactos, y no siempre existe una 
base teórica establecida. Dentro de los algoritmos metaheurísticos hay una gran variedad 
atendiendo a diferentes características. En la figura 4.4 podemos ver un ejemplo de 
clasificación de metaheurísticas.
4.2 Teoría moderna de carteras
4.2.1. Modelo de Markowitz
Se podría decir que el padre de la teoría moderna de carteras es Harry Markowitz.
Ésta, nace con el estudio que publicó en 1952 Harry Markowitz, en el cual habla sobre
el proceso para elegir los valores que forman parte de un porfolio. El autor explica que
el proceso de selección de una cartera se divide en dos partes. La primera parte empieza
con la observación y la experiencia y termina con las expectativas que se tienen sobre
el desempeño futuro de los títulos. La segunda parte empieza con las expectativas más
importantes sobre el desempeño de los activos y termina con la elección de la cartera. Este
estudio titulado Portfolio Selection se centra en la segunda parte del proceso de selección
de carteras.
Mas tarde, en 1959, también Harry Markowitz, propone un modelo que trata el pro-
blema del diseño y la selección de carteras. En la introducción de este trabajo dice, «A
good portfolio is more tan a long list of good stocks and bonds. It is a balance whole,
providing the investor with protections and opportunities with respect to a wide range
of contingencies». La traducción sería que un buen portfolio es más que simplemente una
lista de acciones y bonos. Es un equilibrio total, que provee al inversor de protecciones y
oportunidades con respecto a una amplia gama de contingencias.
En este sentido, Harry Markowitz expuso que el análisis de una cartera debe comen-
zar con el análisis, de forma individual, de la información de cada uno de los valores y,
que debe finalizar, con conclusiones que, esta vez, deben abarcar a la cartera como un to-
do y no como un conjunto de valores individuales. De esta manera, «the investor should
build toward an integrate portfolio which best suits his needs», es decir, el inversor debe-
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Figura 4.4: Clasificación de algunas de las metaheurísticas más conocidas. Fuente: Web personal
de Fernando Sancho Caparrini
ría construir la cartera que mejor se adapte a sus necesidades. El objetivo de este análisis,
por tanto, es determinar las carteras que mejor se adapten a los objetivos del inversor.
Considera que un inversor es un ser racional y averso al riesgo, por lo que, si debe
optar por dos carteras diferentes con el mismo rendimiento esperado, el inversor elegirá
la de menor riesgo. Así pues, el inversor desea maximizar la rentabilidad de su cartera,
por un lado, y por el otro, desea minimizar el riesgo, quedando así un problema de dos
objetivos que se enfrentan. Como se ha adelantado, la teoría trata a la cartera de inversión
como un todo, como una sola unidad y no como un conjunto de activos. Harry Markowitz
indica que esta cartera, además, se puede evaluar mediante el cálculo de la media y la
varianza de los rendimientos de esta.
Explica que cuando se va a formar una cartera de inversión no es conveniente ignorar
las imperfecciones del mercado, ya que, gracias a estas imperfecciones, el inversor podría
encontrar una cartera diversificada. Las carteras diversificadas son preferibles a cualquier
otra cartera que no sea diversificada ya que se elimina parte del riesgo.
Éste rechaza la hipótesis que enuncia que el inversor solamente debe centrarse en ma-
ximizar el valor descontado de los retornos futuros, que son inciertos. La rechaza porque
esta regla no incorpora el concepto de diversificación, no teniendo en cuenta cómo se for-
man los retornos y sin considerar la evolución de las tasas de descuento en el tiempo ni
cómo han sido decididas. Hacer esto implicaría que el inversor invertiría todo el capital
en el activo que tuviera la mayor tasa de descuento. En el modelo que el presenta, en
cambio, un inversor podría mezclar tanto el concepto de diversificación como el hecho
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de querer maximizar el retorno esperado. Esto lo conseguiría a partir de diversificar el ca-
pital entre los activos que proporcionan la mayor rentabilidad y, de esta manera, eliminar
el máximo riesgo posible.
El modelo que plantea es un modelo estático, que trata los diferentes retornos co-
mo un flujo de retornos de valor i de la cartera en su conjunto, en lugar de un modelo
dinámico que trata los retornos de cada activo de manera individual a partir de series
temporales.
Pese a hacerlo de esta manera, no puede eliminar todo el riesgo de una cartera. En
este modelo se puede eliminar el riesgo diversificable o específico, que tiene que ver con
el riesgo que afecta a un activo o grupo de activos de manera específica. La otra parte
del riesgo no se puede eliminar por medio de la diversificación, el llamado riesgo de
mercado, ya que es un riesgo que puede afectar a un gran conjunto de activos pues estos
se encuentran correlacionados.
En el modelo planteado se tienen en cuenta dos criterios de evaluación de una car-
tera en su conjunto, el rendimiento esperado y la varianza de la cartera. Formalmente
Markowitz presenta el modelo de Media-Varianza, este modelo se basa en tres supuestos
básicos:
«La rentabilidad o rendimiento de los títulos que componen la cartera del inver-
sor está representada por la esperanza matemática de sus rendimientos o la media
aritmética, esta debe ser conocida siempre por el inversor» (FIKAI, 2013).
Ep = x1E1 + x2E2 + ...+ xnEn (4.2)
«El riesgo estará medido por la dispersión, que vendrá definida por la varianza
o desviación estándar de la variable aleatoria que describe el rendimiento, ya sea


























Donde σij es la matriz de covarianzas de los activos. La covarianza indica la relación
que existe entre dos activos, midiendo así la manera en que estos influyen el un con
el otro.
Debido a la conducta racional del inversor, la función de utiliza para este está defi-
nida por dos variables, que son el rendimiento de la cartera y el riesgo de la misma.
U = f (Ep, σ2p) (4.4)
A parte de estos, Harry Markowitz estableció una serie de hipótesis en pos de sim-
plificar la realidad. Estas son:
• No hay costes de transacción ni asociación a los impuestos.
• Todos los inversores poseen la misma información.
• Se tiene que invertir todo.
• Las decisiones de comprar o vender no afectan de forma alguna al mercado.
• Los inversores no se ven influenciados por otras variables más que la rentabi-
lidad y riesgo de la cartera.
• Los inversores son racionales y adversos al riesgo.
• El modelo se establece para un período de tiempo.
30 Optimización de carteras
4.2.2. Optimización de carteras
La optimización de carteras considera que un inversor desea obtener el máximo ren-
dimiento posible de su cartera, por un lado, y por otro, reducir al máximo la varianza de
los retornos de la misma. Así, se quedaría en un problema con dos objetivos que están
enfrentados.
Harry Markowitz postuló que cada inversor tiene una actitud hacia el riesgo distinta,
por lo que, la cartera óptima para cada individuo podría variar. De esta manera, dividió
en tres etapas la búsqueda de la cartera óptima, siendo estas; la determinación de la fron-
tera eficiente, la fijación de la actitud del inversor frente al riesgo y la determinación de
la cartera óptima.
I. Determinación de la frontera eficiente
Para hallar una cartera eficiente, es necesario optimizar la función de utilidad del
inversor, ya sea maximizando la rentabilidad a un riesgo determinado o minimizando el
riesgo a un determinado valor de rentabilidad. De tal manera, que, o la rentabilidad o el
riesgo es un valor dado por el inversor.








j=1 xixjσij = V
∗
x1 + x2 + ...+ xn = 1
x1 ≥ 0(i = 1, ...n)
 (4.5)
La función de rendimiento a maximizar está compuesta por la suma de todos los ren-
dimientos de los activos que conforman la cartera ponderada al peso de representación
de cada uno de los activos en la cartera, medido por la esperanza matemática.
En este modelo, la primera restricción es la función que mide el riesgo de la cartera,
que va asociado al rendimiento esperado de la cartera. El nivel de riesgo que marca esta
función varía según el tipo de inversor, ya que puede tener más o menos aversión al
riesgo, por este motivo se dice que esta variable es paramétrica. La segunda restricción
indica la condición que impone Harry Markowitz acerca del capital del inversor, este
debe invertir la totalidad de su capital, por lo que, la suma de los pesos de los títulos
que componen la cartera deberá sumar la unidad. Por último, existe una condición de no
negatividad sobre los pesos de los diferentes activos, esto quiere decir que un inversor
podrá invertir en un activo o no hacerlo.






Ep = ∑ni=1 xiEi = E
∗
x1 + x2 + ...+ xn = 1
x1 ≥ 0(i = 1, ...n)
 (4.6)
Si el inversor decide que quiere minimizar el riesgo de la cartera, el modelo que se
plantearía para ese escenario es el que vemos en sistema de arriba. Como se puede ver,
en este caso, la función de rendimiento se convierte en la restricción paramétrica. Esto
quiere decir que el nivel de rendimiento E* es el que el inversor fija como el rendimiento
que espera obtener cuando invierte en un conjunto de activos, previamente a la mini-
mización del riesgo. Las restricciones restantes son exactamente las mismas que en el
planteamiento de maximización del rendimiento.
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Figura 4.5: Gráfico de frontera eficiente de Markowitz. Fuente: Análisis de carteras eficientes, una
comparativa del IBEX 35 y el DAX 30 en el periodo 2014-2019, Carla Imma Lupa Bascones
En la figura 4.5 podemos ver la curva que representa todas las carteras que se pue-
den formar con un cierto número de títulos. A esta curva se la llama frontera eficiente y
alberga las cateras que, con los títulos de estudio, se pueden formar de manera eficiente.
En el gráfico se representa en el eje de las abscisas el riesgo representado por la varian-
za y en el eje de las ordenadas el rendimiento esperado de la cartera. Lo que se entiende
como frontera eficiente es la curva superior del gráfico, la curva coloreada en rojo. Como
se ha dicho, cualquier cartera que caiga sobre esa curva será una cartera eficiente, es de-
cir, que está minimizando el riesgo o maximizando la rentabilidad. En la parte inferior
del gráfico, por debajo de la frontera eficiente, se encontrarán lo que se llaman carteras
factibles, estas carteras no son eficiente ya que para cada una de ellas existe una cartera
que para el mismo nivel de riesgo obtienen un nivel mayor de rentabilidad y viceversa.
Fijación de la actitud del inversor frente al riesgo
Esta etapa es una etapa que se puede catalogar como subjetiva debido a que la fun-
ción de utilizada depende de cada tipo de inversor ya que este tiene unas preferencias
diferentes respecto a la rentabilidad que espera y al riesgo que está dispuesto a asumir.
«La curva de indiferencia, combinación ganancia-riesgo que reportan la misma sa-
tisfacción, deberá ser creciente, siendo las más alejadas del origen las que representan
mayores niveles de satisfacción» (FIKAI, 2013)
Determinación de la cartera óptima
La cartera óptima de cada inversor se puede hallar superponiendo a la frontera efi-
ciente las curvas de indiferencia del inversor, en los puntos donde ambas se corten serán
las carteras eficientes para dicho inversor, siendo el punto más alejado del origen la car-
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Figura 4.6: Curva de indiferencia de un inversor. Fuente: Análisis de carteras eficientes, una com-
parativa del IBEX 35 y el DAX 30 en el periodo 2014-2019, Carla Imma Lupa Bascones
tera óptima. El punto de corte será diferente para cada uno de los inversores y dependerá 
del grado de aversión al riesgo que tenga cada uno, además, dependerá de una serie de 
características de carácter más personal como el nivel de capital disponible, el patrimo-
nio, etc.
Figura 4.7: Gráfico de determinación de la cartera óptima. Fuente: Análisis de carteras eficientes,
una comparativa del IBEX 35 y el DAX 30 en el periodo 2014-2019, Carla Imma Lupa Bascones
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      En la figura 4.7 podemos ver como el punto C marcado en negrita representa la cartera 
óptima para el inversor B. Como indica Carla Imma en su trabajo, cualquier otra cartera que se 




Métodos de evaluación de
desempeño
En el análisis de carteras que se va a realizar se utilizarán medidas del ámbito finan-
ciero que miden el desempeño que ha tenido una determinada cartera con respecto a una
referencia, que es el índice de mercado. Estos indicadores se comparan con el índice de
mercado para determinar lo bien o lo mal que un gestor de carteras lo hace, o en nuestro
caso, para determinar si alguna de las carteras que se forma con alguno de los criterios
que utilizaremos funciona bie o mal teniendo como referencia el índice de mercado, en
nuestro caso, el DAX 30.
Se podría utilizar la rentabilidad de la cartera como medida del rendimiento de esta,
pero, haciendo esto no se tiene en cuenta el riesgo que se ha asumido con esa cartera
para poder lograr la rentabilidad obtenida. Además, en general los inversores son más
sensibles al nivel de riesgo que al nivel de rentabilidad ya que son adversos al riesgo.
Se van a utilizar medidas que contemplen ambas variables, rentabilidad y riesgo, en una
sola medida. Estas son las medidas de rentabilidad ajustadas al riesgo, que se basan en el
modelo CAPM. Todas estas siguen la estructura:
Medida = Rentabilidad/Riesgo (5.1)
5.1 Ratio de Sharpe
El Ratio de Sharpe, o también llamado índice premio-variabilidad, fue desarrollado
por Whilliam Sharpe en 1966. Este es una medida que cuantifica el rendimiento de una
cartera de inversión durante un período de tiempo determinado. Concretamente mide la
relación entre la rentabilidad obtenida de un título por la unidad de riesgo total de una
cartera de inversión. Esto lo que viene a explicar es cómo la rentabilidad obtenida por un
título compensa el riesgo que ha sido asumido con el título.
De esta manera, el título que tenga un valor de índice mayor es el que mayor renta-
bilidad con respecto al riesgo, que está dispuesto a asumir el inversor, aporta. Este título
será el preferido por el inversor.
Para el cálculo de este índice, William Sharpe, indicó que solamente es necesario cono-
cer tres datos, la tasa de retorno del activo libre de riesgo, la rentabilidad y la desviación
típica del activo o cartera. En todos estos datos es necesario utilizar la media del período
que se está evaluando. Además, este índice, al basarse en la Teoría de Carteras, solamen-
te debe ser utilizado para comprar carteras bien diversificadas, no para comprar carteras
que están especializadas ya que éstas solamente tienen en cuenta el riesgo sistemático.
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Para calcular el Ratio de Sharpe hay que dividir la prima de riesgo de la cartera entre
la desviación estándar de la misma.
Sp =




Sp. Ratio de Sharpe asociado al título o cartera “p”
Rp. Rentabilidad del activo “p”
R f . Rentabilidad del activo libre de riesgo
σp. Riesgo total (medido con la desviación típica) del título o cartera “p”
El Ratio de Sharpe utiliza la Línea de Mercado de Capitales como referencia. Cuando
el valor calculado para la cartera está por debajo de esta línea quiere decir que la cartera
ha tenido un rendimiento peor que el del mercado. Cuanto más alto o por encima se
encuentre el valor calculado de esta línea, mejor rendimiento habrá tenido la cartera.
En este sentido, Sánchez García, indica que si el valor que se obtiene con el ratio es
negativo, entonces significa que el rendimiento del activo es inferior al rendimiento del
activo sin riesgo, por el contrario, si se obtiene un valor menor a uno, querrá decir que el
riesgo asumido por el inversor es mayor al rendimiento obtenido con la cartera o título.
Por último, si el valor del índice es mayor a uno, esto refleja que el beneficio o prima
obtenida es mayor al riesgo que ha sido asumido.
5.2 Ratio de Treynor
El índice de Treynor es desarrollado en 1965 por Treynor, siendo este el primero en
crear una medida para el rendimiento de una cartera. Este ratio nos mide la diferencia
que existen entre la rentabilidad que se obtiene de la cartera o fondo, sobre el activo
libre de riesgo por unidad de riesgo. El riesgo que se considera en este ratio es el riesgo
sistemático o no diversificable, que es representado por la beta de la cartera, proveniente
de la beta calculada en el modelo CAPM.
Tp =




Tp. Índice de Treynor asociado al título o cartera “p”
Rp. Rentabilidad del activo “p”
R f . Rentabilidad del activo libre de riesgo
βp. Medida de riesgo sistemático (cogido de la beta del CAPM) del título o cartera
“p”
De manera más simple, el ratio de Treynor mide el exceso de rentabilidad ganado
por unidad de riesgo sistemático. Que toma el riesgo sistemático como la medida de
riesgo quiere decir que se da por supuesto que los gestores administran de forma eficiente
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las carteras, anulando así el riesgo específico de los diferentes activos por medio de la
diversificación. Así pues, es coherente pensar que los inversores deben ser remunerados
únicamente por el riesgo sistemático que soportan. Así pues, se puede decir que cuanto
mayor es el ratio de Treynor, mejor habrá sido la gestión de la cartera.
En el caso de Treynor, se utiliza como referencia también el mercado para su evalua-
ción, pero, en este caso, se utiliza la Línea de Mercado de Títulos siendo su interpretación
parecida a la descrita en el Ratio de Sharpe.
5.3 Alfa de Jensen
El alfa de Jensen también se basa en el CAPM y fue desarrollado en 1968 siendo la
primera medida que se usó para evaluar a los gestores de fondos mutuos. Este indicador
mide la habilidad que posee un gestor de carteras de inversión para obtener rentabilidad
que estén por encima de un índice bursátil de referencia ajustadas a un nivel de riesgo
dado. Por este motivo, este índice se puede utilizar para comparar la diferencia obtenida
por un fondo o cartera y un benchmark que tenga el mismo nivel de riesgo.
En otras palabras, el alfa de Jensen se usa para determinar el retorno que se espera
obtener de un activo o cartera, permitiendo, además, que el inversor pueda detectar qué
carteras o activos producen retornos anormales respecto a un mercado. Es importante,
por lo tanto, elegir bien el índice de referencia o de mercado, ya que, el alfa de Jensen se
calcula respecto a un índice de mercado determinado.
Así pues, de acuerdo con el CAPM, para obtener el alfa de Jensen, es necesario hacer
una regresión lineal de series temporales del retorno de un activo (diferencia entre la ren-
tabilidad del activo y el activo sin riesgo) contra la diferencia de rentabilidad del índice
de referencia y el activo sin riesgo.
(rp − r f ) = αp + (rm − r f )βp (5.4)
Donde:
Rp. Es la rentabilidad del activo o cartera “p”
R f . Es la rentabilidad del activo libre de riesgo
αp. Alfa de Jensen asociado al título o cartera “p”
Rm. Es el rendimiento de mercado o índice de referencia
βm. Medida de riesgo sistemático del título o cartera “p”
A partir de aquí, si se despeja el Alfa de Jensen la interpretación del índice es muy
sencilla. Cuando el Alfa de Jensen es creo, el índice de referencia y la cartera se comportan
igual y, cuanto más grande sea alfa, mejor será el rendimiento que habrá obtenido la
cartera o activo.







Estructura del estudio y
herramientas utilizadas
En este capítulo se presentan las fases en que se ha dividido el estudio realizado en
este proyecto. Además de nombrarlas, se resume el trabajo llevado a cabo en cada una de
ellas. A continuación, se enumeran las herramientas empleadas y se justifica su utiliza-
ción. Por último, se describe el planteamiento ejecutado para la obtención de las carteras
y la obtención de los resultados.
6.1 Fases del estudio
El estudio llevado a cabo se ha dividido en tres fases atendiendo a la naturaleza de
las tareas implicadas. Las fases son:
Búsqueda, limpieza y preparación de los datos
Confección de carteras y cálculo de rendimientos y riesgo
Análisis de los resultados
Las dos primeras partes del proyecto se detallan en el capítulo siete de esta memoria
«Obtención de los datos y confección de las carteras». En este capítulo se encuentra las
fuentes de los datos y todo lo que tiene que ver con la preparación de estos en los pri-
meros apartados y, todo lo que tiene que ver con la clasificación de los títulos para la
confección de carteras y el cálculo de los rendimientos y riesgos, están en los últimos
apartados.
Ambas partes se han desarrollado en diferentes herramientas de trabajo para la ma-
nipulación de los datos. Se ha creído más eficiente combinar varias herramientas que no
utilizar solamente una para aprovechar diferentes funcionalidades que están más desa-
rrolladas en unas herramientas que en otras y, por temas de simplificación de la dificul-
tad. Se entrará más en detalle en los apartados de este capítulo.
En la primera parte de búsqueda, limpieza y preparación de los datos, se explica de
dónde se han sacado los datos referentes al DAX 30 y a todos los títulos que lo componen.
Para la limpieza inicial de los datos extraídos se realiza un proceso ETL, explicado en
el capítulo pertinente, dejando así los tipos de datos que se utilizan en el estudio. En
una segunda fase del limpiado de datos, se detallan los pasos seguidos para depurar
los datos y así lograr un conjunto de datos comparables y poder trabajar con ellos. Aquí
se especifica la forma de organizar los datos, forma que he considero más conveniente,
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en pos de facilitar el manejo de estos en el desarrollo del algoritmo y el cálculo de los
resultados.
En la segunda parte de confección de carteras y cálculo de rendimientos y riesgo, se
explica el criterio establecido para la selección de títulos a la hora de confeccionar las
carteras y se muestra la forma en que se ha implementado la separación de los títulos y
la confección de las carteras en la herramienta utilizada. Además, se detalla paso a paso
el proceso de obtención de resultados, que, en este caso, se trata de los rendimientos y
los niveles de riesgo que se asumen con cada una de las carteras los diferentes años de
estudio.
La última parte, que engloba el análisis de los resultados, se ha desarrollado en el capí-
tulo ocho de esta memoria «Análisis de los resultados». Para el análisis de los resultados
se ha hecho uso de otra herramienta de inteligencia de negocio (Bussines Inteligence),
además de las utilizadas previamente. Gracias a esta herramienta, aparte de poder hacer
un análisis estadístico, se ha podido realizar un análisis exploratorio de los datos.
En esta tercera parte, se hace un análisis descriptivo de cada una de las carteras por
separado y después se comparan los resultados de las carteras objetivo de estudio. En
el análisis se utilizarán algunos de las ratios de evaluación presentados en el capítulo
anterior.
A esta estructura del proyecto, se le podría añadir una última parte que seríe la corres-
pondiente a las conclusiones del proyecto. Esta parte se puede encontrar en el capítulo
número nueve de la memoria.
6.2 Herramientas para la manipulación de los datos
Para el proyecto se han utilizado una serie de herramientas para facilitar el trabajo
en cada parte. Se ha hecho uso de una combinación de herramientas que, desarrollan sus
funcionalidades en mayor medida o, tienen un manejo más amigable, en una parte espe-
cífica. Se utiliza cada una de esas herramientas para aprovechar esa ventaja de facilidad
en cada parte específica del proceso del proyecto.
Se ha utilizado en primer lugar Excel de Microsoft, concretamente sus funcionalida-
des para generar procesos ETL que han servido para la selección y unificación de los
datos en una sola hoja de Excel que funciona a modo de base de datos. Esta herramienta
tiene una funcionalidad que permite, de manera sencilla, generar procesos que ayuden a
la selección, limpieza y unificación de datos, se ha hecho uso de esta funcionalidad para
hacer el papel de primer filtro.
Gracias a su entorno amigable y su manipulación visual es posible con pocos conoci-
mientos y de manera rápida generar los procesos ETL. A parte del entorno gráfico, se ha
hecho uso del lenguaje de programación de Visual Basic (lenguaje de programación pro-
pio de las hojas de Excel para generar macros y procesos) para mejorar el proceso ETL y,
generar gracias a este, una función genérica que sirve para limpiar de manera automática
todos los archivos que hemos incluido en nuestro estudio.
En el apartado correspondiente a la búsqueda, limpieza y preparación de los datos se
describirá con detalle el proceso de creación del ETL y las modificaciones realizadas en
lenguaje Power Query, propio de esta herramienta.
En segundo lugar, y para una preparación y limpieza más profunda, es decir, en la
segunda fase del limpiado y preparación de los datos, se ha visto necesario utilizar una
herramienta de manipulación de datos más potente. Se ha hecho uso de los bucles que
permite R y de sus funcionalidades para la manipulación y datos.
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En esta parte se ha logrado que los datos de los diferentes títulos y del índice sean
comparables los unos con los otros. Además, se ha restructurado el orden de los datos en
las tablas de RStudio (llamadas tibbles).
Esta herramienta también se ha utilizado para todos los cálculos. Mediante el lenguaje
de programación de R se ha generado un algoritmo capaz de calcular los datos de calcular
todos los parámetros de entrada, confeccionar las carteras y calcular los rendimientos y
riesgos de cada una de ellas, almacenando los datos en series temporales para el posterior
estudio de los resultados.
Para terminar con esta herramienta, RStudio también ha servido para generar algunos
de los gráficos que se muestran a lo largo del documento y que han servido para entender
mejor los datos, y con ellos, el comportamiento de las carteras y el índice.
En tercer y último lugar, se ha hecho uso de la herramienta de inteligencia de negocio
Power BI, de Microsoft también. Esta es una herramienta que también permite procesos
ETL. Además de esto, y para lo que se ha hecho uso esta herramienta, tiene una gran
potencia para graficar los datos y hacer estudios visuales. Gracias a toda esta funcionali-
dad se han podido generar gráficos un poco más complejos donde se ha podido hacer un
mejor estudio de los resultados obtenido de las carteras.
En conclusión, se ha hecho una combinación de herramientas aprovechando de cada
una de ellas las funcionalidades que mejor desarrollan las diferentes tareas que com-
ponen el proyecto, ya sea por su potencia o por su sencillez de uso. Las herramientas
utilizadas han sido Excel y Power BI de Microsoft y, RStudio.
Figura 6.1: Iconos de las herramientas utilizadas, Elaboración propia
6.3 Planteamiento del estudio
Como se ha ido explicando se trata de un estudio del comportamiento de carteras
eficientes confeccionadas con los títulos que pertenecen al DAX 30 a partir de un criterio
específico.
Haciendo uso del modelo de Sharpe y de los datos históricos de las acciones se calcula
la beta del modelo. A partir del valor de esta beta se discriminan los títulos para clasifi-
carlos en dos grupos. Un grupo estará compuesto de carteras que tengan una beta en el
modelo de Sharpe menor que uno, y el otro grupo estará compuesto por las acciones que
tengan una beta de Sharpe mayor que uno. Para el cálculo de las betas se utilizará una
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ventana de cinco años en el histórico de precios de las acciones, es decir, el cálculo de la 
beta de Sharpe se hará para un año t con los datos históricos desde el año t-4 hasta el año 
t inclusive, o sea, una ventana de cinco años.
Una vez calculadas las betas y clasificados los títulos, según su valor de beta, en dos 
grupos. Se pasa a calcular los pesos óptimos de los títulos para confeccionar una cartera 
eficiente mediante el modelo de Markowitz. Esta cartera eficiente es la cartera de mínima 
varianza global en la frontera de eficiente del modelo.
Una vez se tienen los pesos, se calculan los rendimientos medios de los títulos que 
componen las carteras para el año t+1. De esta manera, teniendo los pesos de la cartera 
y los rendimientos medios del año posterior podemos calcular el hipotético rendimiento 
que hubiera tenido cada una de las carteras en el caso de haber invertido realmente en 
ellas. A parte del rendimiento se calcula también el riesgo para cada una de ellas con los 
rendimientos de los títulos de años t+1 también.
Figura 6.2: Flujo de trabajo del proceso para la obtención de los datos del estudio. Elaboración
propia
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      Se hará este proceso para cada uno de los años objeto de estudio, es decir, se recalcu-
larán las betas de cada uno de los títulos con el modelo de Sharpe utilizando datos de un 
año posterior a los utilizados en el año anterior, es decir, movemos la ventana temporal. 
Esto viene a decir que ahora se cogerán, para calcular las betas, datos desde el año t-3 hasta 
el año t+1 inclusive y, se evaluarán las carteras generadas con la nueva clasificación de los 
títulos con los rendimientos del año t+2. Así pues, iríamos corriendo la ventana de seis 
años (cinco para el cálculo de la beta y uno para probar el rendimiento de las carteras) hasta 
llegar al año actual, 2020.
      Las carteras eficientes de Markowitz que se calculen tendrán exigido un rendimiento 
específico, así, para cada uno de los dos grupos de títulos se generarán 5 carteras diferen-
tes, atendiendo cada una a un nivel de rendimiento exigido. De esta manera, tendremos 
once series temporales con el rendimiento y el riesgo de las diferentes carteras, una línea 
temporal será la del índice DAX 30, cinco líneas temporales para las cinco carteras que se 
forman con títulos de beta menor que uno y cinco líneas temporales para las cinco carteras 
formadas por títulos de beta mayor que uno.
      Una vez obtenidos los resultados se pasa al análisis de los datos. Para esto se lleva-rá a 
cabo un estudio de desempeño de cada una de las carteras por medio de los ratios de 
Sharpe y Treynor y el alfa de Jensen. Se compararán con el desempeño del índice y se 
sacarán conclusiones sobre la cartera que ha obtenido mejores resultados en general.
También se analizará el comportamiento del índice en el tiempo situándolo en los mo-
mentos históricos correspondientes y analizando el comportamiento de este intentando 
darle sentido por medio de la situación socioeconómica y política del momento.
      Es necesario dejar claro que en todos los cálculos y, por lo tanto, en todos los ren-
dimientos obtenidos en el estudio, no se ha tenido en cuenta el coste de desinversión e 
inversión, o sea, el coste de transacción. Esto quiere decir que, a la hora de recalcular la 
composición de una cartera, si cambian los títulos que la componen o sus porcentajes 
dentro de esta, se tendrían que ajustar estos valores, lo que en la vida real se traduciría en 
venta de unos valores y compra de otros. Todas estas operaciones de mercado tienen un 
coste asociado calculable, pero, que en este estudio se han obviado por simplificación.

CAPÍTULO 7
Cálculo de carteras y obtención de
resultados
En este capítulo se explican todos los cálculos llevados a cabo y las herramientas
utilizadas para ello.
Se inicia explicando el origen de los datos y cómo se han ido depurando para obtener
el conjunto de datos que se han utilizado para el estudio. A partir de ahí se explica cada
una de las fases más relevantes del algoritmo para mostrar cómo se han obtenido los
resultados.
7.1 Obtención de datos muestrales
Para la obtención de los datos se ha hecho uso de una plataforma especializada en el 
«trading». Esta herramienta ofrece muchas posibilidades y funcionalidades para monito-
rizar títulos y hacer operaciones en mercado. A parte de todo esto, Visual Chart, también 
permite consultar y descargar históricos de precios. He utilizado esta funcionalidad para 
descargar todos los precios del índice DAX y de todos los títulos de lo componen a 3 de 
junio de 2020.
Para el estudio se han cogido datos desde el 1 de enero de 1999 hasta el 3 de junio de 
2020. La plataforma permite descargar los datos en archivos de texto plano de formato 
«.txt». Estos archivos contienen información varia acerca de la acción, esta información 
viene clasificadas en diez columnas, de las cuales solamente necesitamos 3.
El aspecto que tiene el contenido de uno de estos archivos lo podemos ver en la figura 
7.1. Como podemos ver en esta figura, los datos vienen datos en filas, donde cada tipo 
de dato está separado por una coma, haciendo que cada dato se pueda identificar con 
una columna diferente. De las diez columnas que tiene nos interesan solamente tres,  
la fecha a la que pertenece la muestra , el precio de cierre de la acción a dicha fecha y, 
además ,para facilitar la manipulación de los datos e identificación de cada uno, se va a 
dejar también la columna del nombre del título.
Se ha descargado un archivo de este tipo para cada uno de los activos que van a 
intervenir en el estudio. En total se han descargado 31 archivos de este tipo, 30 acciones 
que componen el DAX 30 y, el propio histórico del índice DAX 30.
Para poder trabajar con los datos se ha hecho una transformación y limpieza de los 
datos. Como se mencionó en el capítulo anterior, esta limpieza de datos está dividida en 
dos partes, la primera se hace en Excel, con la herramienta de importación y tratamiento 
de datos, herramienta ETL, que permite generar procesos automáticos gracias al lenguaje
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Figura 7.1: Contenido de archivos descargables desde Visual Chart. Elaboración propia
«Power Query». El objetivo de esta primera limpieza es generar una especie de base de
datos en una hoja de Excel.
Figura 7.2: Código Power Query del proceso ETL en Microsoft Excel. Elaboración propia
Este proceso lo que va a hacer es leer el contenido del archivo «.txt» haciendo la cla-
sificación de los datos en las diferentes columnas, va a eliminar las columnas que no
interesan en el estudio y va a hacer la transformación del texto a los tipos de datos co-
rrespondientes. Al final del proceso ETL queda una tabla en excel con tres columnas:
TITULO. Nombre del título en cada caso, es de tipo texto.
FECHA. Fecha a la que pertenece el precio, es de tipo «Date»1 y está en formato
europeo2.
PRECIO. Es el precio de cierre correspondiente a esa fecha de tipo Decimal.
Se aplica este proceso a todos los archivos (los 31 descargados en VisualChart), de-
jando la tabla resultante de cada proceso en una hoja de excel diferente. De esta manera,
este libro Excel, hará de base de datos para nuestro algoritmo. El resultado obtenido lo
podemos ver en la figura 7.3.
1Es un tipo de datos que entiende Microsoft Excel para identificar las fechas y trabajar con ellas. Este tipo
de datos es igual o similar en otros lenguajes o pseudolenguajes de programación
2Formato de fecha que ordena la información de esta en días/meses/años
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Figura 7.3: Resultado del proceso ETL, libro Excel. Elaboración propia
De los valores que componen el DAX 30 (figura 7.5) se van a quitar cinco; VNA (VO-
NOVIA SE NA O.N.), DB1 (DEUTSCHE BOERSE NA O.N.), IFX (INFINEON TECH.AG
NA O.N.), DPW (DEUTSCHE POST AG NA O.N.) y LIN (LINDE PLC EO). El motivo de
su retirada es porque la información que se tiene de estos es posterior al año 2000, por
tanto, no podemos compararlo con el resto de títulos en el tiempo.
Los datos aún necesitan más limpieza, pero este último filtro es un poco más com-
plejo, y es más sencillo para mí hacer esta depuración en R utilizando el el entorno de
trabajo RStudio. No obstante, cabe mencionar que todos estos filtros se pueden terminar
de hacer en Excel si se quisiera.
Figura 7.4: Código R del bucle anidado para el filtro de fechas. Elaboración propia
Este último consiste en la igualación de las muestras en el tiempo. No todos los tí-
tulos han cotizado los mismos días puesto que es posible la existencia de suspensión de
cotización en algunos momentos en algunas de estas acciones. Para poder comparar los
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diferentes títulos y trabajar con ellos tenemos que utilizar fechas que sean coincidentes
para todos y cada uno de los títulos.
Para hacer esta limpieza se ha programado un bucle anidado3. En la figura 7.4 po-
demos ver el código elaborado para realizar el filtrado. La forma en que se ha llevado a
cabo el filtrado consiste en comparar un título con todos los demás, de uno en uno, de-
jando solamente las muestras que coinciden en fechas con el otro título. De esta manera,
una vez comparado con todos los títulos, este primero, tendrá solamente las muestra que
coinciden con todos los demás títulos. A partir de aquí, se vuelve a comparar el título fil-
trado con el resto de títulos de la misma manera que antes, pero, ahora, se van a eliminar
las muestras de los demás títulos que no coincidan en fecha con el primero.
Figura 7.5: Composición índice DAX 30 a 3 de junio de 2020. Elaboración propia
Gracias a esto nos quedan como resultado datos comparables, los cuales van a repre-
sentar la materia prima para el estudio llevado a cabo. Los datos que finalmente se han
utilizado en el estudio son los mostrados en la figura 7.6. Como se puede ver ahí se trata
de una lista que contiene 26 tablas, donde cada una de ellas se compone de dos columnas
(fecha y precio) y de 5248 filas. Estos datos se corresponden a los 26 valores que se van a
evaluar en el estudio (índice DAX incluido) y sus correspondientes precios de los último
20 años.
3Se llama bucle anidado a una estructura donde un bucle contiene a otro bucle.
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Figura 7.6: Visualización de los datos utilizados en el framework RStudio. Elaboración propia
Para terminar esta fase de limpieza y preparación de los datos se han calculado los
rendimientos de cada uno de los activos, que es lo que realmente vamos a utilizar. En
este estudio se va a trabajar con rendimientos «diarios», digo diarios entre comillas por-
que, como he dicho antes, no están todos los precios de todos los días y, además, se han
eliminado algunos precios de fechas que no coincidían en todos los títulos.
Los rendimientos que se van a utilizar y, por tanto, calcular, son los rendimientos
logarítmicos. Estos rendimientos muestran la ganancia o pérdida real de los activos en








R. Es el rendimiento del activo.
Vf . Es el precio correspondiente a la fecha posterior, final.
Vi. Es el precio correspondiente a la fecha anterior, inicial.
7.2 Cálculo de betas del modelo de Sharpe
Antes de comenzar a explicar la segunda parte del proyecto tengo que aclarar que,
esta parte de cálculo de beta mediante el modelo de Sharpe y, las partes de confección de
carteras y obtención de rendimientos de las mismas, forman parte de un mismo bucle en
el script elaborado en R.
Estas tres partes, por lo tanto, son iterativas, tres partes de un mismo proceso para
la obtención de los resultados que se irán repitiendo constante mente en cada iteración
del bucle hasta que se hallan barrido todos los años de estudio y obtenido todos los
resultados.
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Para nuestro caso los años de estudio van desde el año 2004 hasta el año 2020. Aunque
se tengan datos desde el año 1999, al utilizar una ventana temporal de cinco años para
calcular las betas de Sharpe, los primeros cinco años, del 1999 al 2003, se pierden para el
estudio.
Ahora bien, en esta parte ya con los rendimientos logarítmicos calculados de todos
los títulos, se han código los datos de cinco años (los datos de la ventana temporal) para
estimar las betas. El cálculo de estas betas se ha hecho por medio de ajuste por regresión
lineal del modelo de mercado de Sharpe.
La estimación de las betas se ha hecho para todos los títulos objeto de estudio. Esto
quiere decir, que en cada iteración del algoritmo se calculan 26 betas, calculadas en cada
iteración con los datos de los cinco años de la ventana temporal.
El trozo de código empleado para realizar la estimación de betas por regresión lineal
es el que se muestra en la figura 7.7. Como se puede ver, mediante la función filter()4 se
han filtrado los datos para coger solamente los que corresponden a los cinco años de la
ventana temporal en cada iteración.
La regresión lineal se ha hecho por medio de la función lm()5, esta función permite
estimar una variable mediante los datos de una tabla. De esta manera se puede estimar
una columna de la tabla organizándolas, las columnas de la tabla, de acuerdo a la función
que representan.
En este caso se está representando la ecuación del modelo de Sharpe, por tanto, las
variables conocidas son el rendimiento del título y el rendimiento del mercado y, a partir
de estas, se estimaría la variable objetivo, que es la beta del modelo.
Figura 7.7: Estimación de betas por regresión lineal en R. Elaboración propia
Ahora, con las betas calculadas, quedaría confeccionar las carteras. Para hacerlo sim-
plemente vamos escogiendo los títulos de acuerdo a sus betas. Como se ha dicho ante-
riormente en la memoria, se van a clasificar los títulos en dos grupos, cogeremos todos
los títulos cuya correspondiente beta sea mayor que uno en un grupo y, el resto, en otro
grupo.
Esta clasificación no es manual, no se repite la clasificación de títulos para cada itera-
ción del bucle de manera manual, la gracia de los lenguajes de manipulación de datos es
que permiten hacer este tipo de trabajos de manera automática. Mediante un algoritmo6
en lenguaje de R se identifican los títulos junto con sus betas y se clasifican en dos grupos
para así, continuar con el estudio.
4La documentación oficial de esta función la podemos encontrar en
https://www.rdocumentation.org/packages/dplyr/versions/0.7.8/topics/filter
5La documentación oficial de esta función la podemos encontrar en
https://www.rdocumentation.org/packages/stats/versions/3.6.2/topics/lm
6El código en leguanje R se puede encontrar en el apéndice 1.
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7.3 Confección de carteras
Una vez se han clasificado los activos construyendo dos grupos de acciones potencia-
les para confeccionar las diferentes carteras, se implementa el algoritmo que va a elaborar
las diferentes carteras.
Para esta parte de construcción de carteras se ha hecho uso del modelo que enunció
Harry Markowitz, este modelo se ha explicado en la memoria. Para hacer este cálculo en
R se ha utilizado la librería «fPortfolio»7. En la figura 7.8 se puede ver el código necesario
para el cálculo de las carteras.
Figura 7.8: Cálculo de carteras eficiente mediante el modelo de Markowitz utilizando fPortfolio
en R. Elaboración propia
Para el cálculo de las carteras eficientes se han puesto una serie de restricciones o
exigencias al modelo. Primero se ha fijado el rendimiento del activo sin riesgo en -0.440 %,
este rendimiento corresponde a un bono del estdo alemán a diez años a 24 de julio de
2020. La función permite especificar el tipo de posiciones perimitidas, es decir, posiciones
a corto y/o posiciones a largo, para simplificar el estudio se ha obligado a que solamente
se puedan realizar posiciones a largo.
El modelo tiene como objetivo hallar la cartera óptima minimizando el riesgo, te-
niendo una serie de objetivos de rendimiento, siendo los mismos para los dos grupos de
activos. Así, estudiaremos el desempeño de varias carteras elaboradas con cada grupo
de activos. En la figura 7.9 se pueden ver los diferentes rendimientos objetivos marcados
para cada uno de los grupos. En total calcularemos los rendimientos y riesgos de diez
carteras diferentes, cinco carteras elaboradas con activos de beta mayor que uno y, cinco
carteras elaboradas con activos de beta menor que uno.
Para cada uno de los años de estudio se recalcularía todo, es decir, cálculo de betas,
reclasificación de títulos en dos grupos y confección de carteras con los títulos reclasifica-
dos.
Así pues, se generarían las carteras para cada año en concreto con los datos de los
pesos de los títulos de la cartera que ofrece esta función y con estos, se calcularía también
el rendimiento y el riesgo asumido para cada una de las diez carteras formadas.
Figura 7.9: Rendimientos exigidos en el modelo de carteras eficientes de Markowitz. Elaboración
propia
7Es una librería del lenguaje de R para trabajar con portafolios. La documentación completa se puede
encontrar en el siguiente enlace: https://cran.r-project.org/web/packages/fPortfolio/fPortfolio.pdf
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7.4 Obtención de rendimientos de las carteras
Una vez se tienen los pesos de los títulos de cada una de las carteras calculados, se
procede al cálculo del rendimiento y el riesgo hipotético de la cartera si hubiera invertido
en ella. Para esto, como ya se ha dicho, se cogen los rendimientos del año siguiente, es
decir t+1.
Lo que se ha hecho es coger los rendimientos anuales en el año siguiente de cada uno
de los títulos y multiplicarlo por los pesos de cada uno de los títulos en la cartera.
Como los rendimientos que tenemos son «diarios», tenemos que calcular el rendi-
miento anual para el año t+1 de cada uno de los títulos. Esto se hace calculando la media
de todos los rendimientos para cada título.
Una vez los tenemos, los multiplicamos con su correspondiente peso en la cartera y
los susmamos todos. De esta manera obtenemos el rendimiento anual que hubiera tenido
la cartera al haber invertido en ella.
Para el cálculo del riesgo de cada cartera necesitamos la matriz de varianzas covarian-
za, además de los pesos de las carteras. Para hallar la matriz de varianzas-covarianzas se
ha hecho uso de la función de R cov() (figura 7.10. Esta función nos calcula la matriz de
varianzas-covarianzas a partir de los rendimientos de los títulos. Para este cálculo uti-
lizaremos también los rendimientos del año t+1 y, para cada uno de los dos grupos de
títulos, calcularemos una matriz de varianzas-covarianzas.
Figura 7.10: Cálculo de las matrices de varianzas-covarianzas. Elaboración propia
Ahora, con las matrices, utilizaremos la fórmula del modelo de Markowitz para cal-
cular la varianza de la cartera. En la figura 7.11 a parte del código para el cálculo de la
varianza de la cartera, se muestra cómo se almacenan los resultados en una tabla. Lo
que se almacena en esta tabla es, en cada fila, una tupla de fecha y valor, ya sea para el
rendimiento o para el riesgo.
Figura 7.11: Cálculo de la varianza como riesgo de la cartera y almacenamiento en tablas. Elabo-
ración propia
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Así pues, el resultado de todo el algoritmo que se ha programado son 21 tablas (21
contando la correspondiente al DAX 30) con dos columnas, una indicando el año al que
corresponde el rendimiento o el riesgo y, otra, indicando el valor de rendimiento o riesgo
de ese año. Cada una de las tablas contará con 17 filas, una correspondiente a cada año
objeto de estudio.
Figura 7.12: Resultados del algoritmo para la cartera de beta menor a uno y con objetivo de ren-
dimiento -0.05 %. Elaboración propia
En la figura 7.12 podemos ver que existen años donde aparece que el rendimiento
es cero, esto se debe a que en ese año no se pudo generar una cartera que consiguiera
cumplir todas las restricciones exigidas en el modelo de Markowitz. El modelo queda
muy restringido al eliminar las posiciones en corto y obligar solamente a posiones en
largo y, además, tenemos la restricción de rendimiento exigido y la beta. Todo esto hace
que en ciertos años resulte imposible formar cartera.
La razón por la cual no se permiten posiciones en corto es porque este tipo de opera-
ciones no son permitidas por el mercado para todos los títulos, solamente es posible para
acciones concretas. Permitirlas significaría hacer poco realista el estudio. Es cierto que
no considerar los costes derivados de la inversión o desinversión en acciones también es
poco realista, pero tenerlo en cuenta haría muy complejo el estudio y no sería viable. Lo







Análisis de los resultados
En este capítulo se presentan los resultados obtenido. En primer lugar, se hace un
análisis descriptivo de la evolución del rendimiento y el riesgo del índice DAX 30, inten-
tando explicar cada uno de los comportamientos más relevantes de estas evoluciones por
medio de la situación socioeconómica del momento.
En un segundo instante se realiza el análisis descriptivo, tanto de la evolución del
rendimiento como del riesgo, de las diferentes carteras construidas en el estudio. A con-
tinuación se presentan los datos que se han ido obteniendo en el cálculo de las carteras y
su confección. En esta parte se presentan las betas obtenidas y se analizan los resultados
medios obtenidos por las carteras.
Para finalizar se evalúa el desempeño de las carteras por medio del ratio de Sharpe, el
ratio de Treynor y el alfa de Jensen, eligiendo y analizando la mejor opción encontrada.
8.1 Análisis descriptivo del DAX 30
En la figura 8.1 podemos ver la representación de la cotización del DAX 30 desde
2004 hasta junio de 2020. En general, podemos ver que el índice bursátil alemán DAX 30
presenta crecimientos positivos la mayoría de los años, a excepción de algunos periodos
de recesión como del año 2007 al 2009, el año 2011, el año 2016 y el año 2020.
Si nos vamos fijando en las cotizaciones que van apareciendo a lo largo de la línea
del gráfico, podemos decir que el DAX 30 presenta una tendencia ascendente, donde
la mayoría del tiempo está creciendo. Haciendo a este índice bursátil un índice robusto
que arroja rendimientos positivos y, que en general, son buenos rendimientos ya que la
pendiente de crecimiento es bastante pronunciada.
La evolución de las cotizaciones arrojadas por este índice muestra la potencia de la
economía alemana. Nos dice que la economía alemana es fuerte y está en constante cre-
cimiento. El hecho de que los años con rendimientos negativos sean escasos apoyan esta
visión, ya que pocas veces ha experimentado un retroceso en la economía del país ger-
mano.
Otra característica que se puede ver mirando la gráfica, es que los años de decrimento
de la cotización son cortos y aislados, lo que quiere decir que las empresas alemanas
reaccionan de manera rápida y eficiente ante recesiones en la economía. Por este motivo
las cotizaciones a la baja suceden durante periodos cortos de tiempo. Además, se puede
ver que consiguen recuperar el nivel de cotización anterior en pocos años, lo que muestra
una gran capacidad de recuperación. Aquí se puede ver la gran cantidad de resiliencia
de esta economía.
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Figura 8.1: Evolución en el tiempo de la cotización del DAX 30. Elaboración propia
Si nos fijamos en la composición del índice por sectores mostrado en la figura 2.1,
vemos como gran parte de las empresas que forman parte del índice pertenecen a sectores
industriales o servicios, sectores que no dependen en gran medida de las economías del
resto del mundo. Un ejemplo contrapuesto de esto es la economía española, donde un
gran peso de la economía depende de sectores como el turismo, que depende en gran
medida de las economías del resto de países y que, además, son sectores que se hunden
rápido y se recuperan de manera lenta.
Ahora, situando los periodos en los cuales las cotizaciones del índice han disminuido
en el tiempo, vemos que los dos peores años para este índice coinciden con las últimas
dos crisis mundiales, la crisis de 2008, o también conocida como la crisis de las hipotecas
subprime y la actual crisis mundial en la que nos encontramos a la hora de redactar esta
memoria, la crisis del coronavirus o Covid-19.
En la cotización del DAX 30 podemos ver que existe también otros decrecimientos
en la cotización de este, en el año 2011 y en el año 2016. La caída de bolsa del año 2011
fue generalizada en todo el mundo sin encontrar muchas explicaciones claras al respecto.
Al contrario que en 2016, donde el decrecimiento es debido a múltiples factores político-
económicos del momento. Por un lado, en ese momento muchos inversores optaron por
ventas en Asia debido a la escalada de tensión que había en torno a Arabia Saudí y el
«caso Khashoggi». Por otro lado, en este momento existía ya el problema del Brexit de
Reino Unido, problema que se acentuaba con las discrepnacias que había en las negocia-
ciones para efectuarse, haciendo que existieran muchas dudas al respecto. Para terminar,
la situación política del momento en diferentes países no era la óptima, como en el caso
de Italia, que estaban teniendo problemas para fijar el presupuesto para el año 2019.
Observando la figura 8.2 podemos ver cómo, a pesar de haber tenido fuertes caídas
en la cotización algunos años de los estudiados, los rendimientos anuales arrojados por
este índice, a excepción de cuatro años, son positivos, como cabría esperar al mirar la
evolución temporal de la cotización del mismo.
En la figura 8.3 podemos ver la evolución del riesgo del índice. En este caso el riesgo
se estima mediante la varianza que, está calculada con los rendimientos utilizados en la
ejecución del algoritmo, es decir, los rendimientos «diarios». Por este motivo los valores
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Figura 8.2: Evolución de los rendimientos anuales del DAX 30. Elaboración propia
absolutos que salen en las gráficas parecen excesivamente pequeños, ya que correspon-
den a volatilidades diarias. No obstante, esto nos sirve para ver la evolución del riesgo
en el tiempo. Se podría anualizar la volatilidad multiplicando cada una de las varianzas
por la raíz cuadrada de 360 (consideramos el año comercial) pero, para nuestro caso no
es necesario.
Figura 8.3: Evolución del riesgo del DAX 30. Elaboración propia
Como podemos ver en la gráfica, los picos de riesgo suelen coincidir con los años
en que han habido crisis o inestabilidades político-económicas, cosa que tiene sentido.
En general se ve como el índice DAX mantiene un riesgo más o menos constante en el
tiempo que, claramente se ve afectado por inestabilidades en el en entorno.
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En esta parte del riesgo también podemos ver como este índice tiene gran capacidad
de reacción y recuperación ya que, al igual que pasaba en el rendimiento, el riesgo dis-
minuye con rapidez ante un pico y, esta bajada en el nivel de riesgo suele prolongarse en
el tiempo.
En resumen, el índice DAX 30 es un índice robusto, un índice de referencia no solo pa-
ra Alemania, sino también, para el resto de Europa. Es un índice en constante crecimiento
el cual es robusto y fuerte ante las situaciones adversas a nivel económico y político. Todo
esto, como se ha dicho, muestra que la economía alemana es potente, robusta y con gran
capacidad de resiliencia.
8.2 Descripción de los rendimientos obtenidos con las carteras
En este estudio se han simulado diez carteras diferentes, o más bien, diez líneas de
inversión diferentes. Cuando digo que son más bien diez líneas de inversión que diez
carteras es porque las carteras cambian cada año de estudio, se reconstruyen en base a
unos criterios establecidos o requisitos exigidos.
Estos criterios exigidos son los mencionados anteriormente en el documento. Por un
lado, existe una discriminación de los títulos en dos grupos atendiendo al nivel de vola-
tilidad de este, nivel medido con la beta del modelo de Sharpe. Por otro lado, tenemos
el nivel de retorno que exigimos a la hora de formar el portafolio eficiente mediante el
modelo de Markowitz.
Estos dos criterios se mantienen siempre durante todo el estudio pero, las betas de las
acciones y los rendimientos de cada uno de los títulos van cambiando, por lo tanto, los
títulos de cada grupo son distintos cada vez, al igual que los pesos de los títulos en las
carteras. Por este motivo no se puede decir que sean siempre las mismas carteras, es más
correcto decir que son líneas de inversión formadas en el tiempo en base a unos criterios
marcados que son constantes.
Figura 8.4: Rendimientos conseguidos por carteras de beta menor que uno. Elaboración propia
Lo que se analiza en este apartado es la evolución de los rendimientos de cada una de
las líneas de inversión. Para identificar las diferentes líneas en los gráficos se ha puesto
un título identificativo a cada gráfico. En este título se describen los criterios seguidos
en la formación de las diferentes carteras de esa línea de inversión. Por ejemplo, si en
un gráfico dice «Betas menor que 1 y objetivo de rendimiento 0.0005», esto quiere decir
que las carteras se han construido con títulos que tienen betas menores a uno y que, en la
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resolución del modelo de Markowitz para hallar los pesos de la cartera, se ha exigido que
el rendimiento sea de 0.0005. A partir de este momento, para simplificar las cosas a la hora
de hacer referencia a ellas, me referiré como línea de inversión o cartera A0 a la formada
con acciones con betas menores a uno y con el objetivo de rendimiento de -0.0005. El
resto de líneas de inversión se nombrarán de forma ascendente del rendimiento exigido
a la hora de formar las cartera, es decir, me referiré a la que se exige un rendimiento de
-0.0001 como B1 y así hasta la E0 que sería a la que se exige un rendimiento de 0.0005.
Para las carteras que se forman con títulos con betas mayores que uno se las nombrará
igual pero, en vez de 0, se pondrá un 1, es decir, A1, B1,C1,D1 y E1.
Figura 8.5: Evolución de los rendimientos conseguidos por carteras de beta menor que uno. Ela-
boración propia
El análisis se realizará de manera que primero se describirán los rendimientos conse-
guidos por las carteras formadas con títulos que tienen betas menores que uno y después,
se pasará a describir los rendimientos conseguidos por carteras formadas con títulos que
tienen betas mayores que uno.
En la figura 8.5 y 8.4 se muestran los rendimientos obtenidos de las carteras simuladas
en el estudio. Es bueno recordar que estos rendimientos se han obtenido evaluando las
carteras confeccionadas un año con los rendimientos reales del año siguiente de cada
uno de esos títulos que la conforman. En estos gráficos podemos ver que algunas veces
los rendimientos indican 0, en nuestro caso esto significa que ese año no se ha podido
construir una cartera que cumpla los requisitos establecidos, es decir, que no se haya
podido hallar una cartera que consiga cumplir el objetivo de rendimiento con los títulos
disponibles.
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Las carteras formadas en estas gráficas son carteras hechas con títulos que tienen betas
menores que uno, con lo cual, lo esperable es que las evoluciones de los rendimientos no
tengan fluctuaciones muy bruscas o, al menos, que esos cambios no sean tan bruscos co-
mo los del mercado. Si comparamos las diferentes series con la evolución del rendimiento
del índice, a simple vista, no parece que la variabilidad de los rendimientos sea menor
a la variabilidad que sufren los rendimientos del índice, de hecho, en algunas líneas de
inversión parece que sean estas las que tengan más variabilidad que el mercado. En con-
creto son las líneas de inversión que tienen como objetivo de rendimiento un -0.0005 y un
-0.0001. La línea de inversión que tiene como objetivo un rendimiento de 0.0005 tiene un
comportamiento similar al del mercado.
Fijándonos en las diferentes curvas, si trazamos una línea de tendencia en los rendi-
mientos, da la sensación de que los rendimientos tienen una ligera tendencia negativa.
En las líneas de inversión A0, B0 y C0 se puede observar esta tendencia de manera más
clara. Si nos fijamos en la cotización del DAX en el tiempo, vemos que esto puede tener
sentido ya que a partir del año 2015 el crecimiento de la cotización del índice ha sido más
leve que en los primeros años que se tienen en cuenta en el estudio. Desde el 2004 hasta el
2008 hubo un crecimiento significativo y desde el 2009 hasta el 2015 el crecimiento ha si-
do bastante acusado. Es por esto que tiene sentido que algunas de las líneas de inversión
estudiadas tengan esta tendencia negativa en los años de estudio, ya que, en los últimos
años se ve una ralentización en el crecimiento de la cotización del índice DAX 30.
Figura 8.6: Rendimientos conseguidos por carteras de beta mayor que uno. Elaboración propia
En las figuras 8.7 y 8.6 tenemos los rendimientos simulados para las carteras formadas
con betas mayores que uno, estas están ordenadas de la misma manera que las anterio-
res. Lo primero que hay que comentar de estas líneas de inversión es que en varias de
ellas, en varios años, existe un rendimiento de cero, con lo cual, en muchas ocasiones no
se ha podido formar una cartera que cumplan las exigencias predefinidas. Como pode-
mos comprobar esto ocurre sobre todo en las carteras A1 y B1 que son las que tienen
un rendimiento exigido más bajo. Esto tiene sentido ya que los títulos con beta mayor
que uno suelen tener unos rendimientos más elevados, por este motivo, podría resultar
complicado (y a veces imposible) generar una cartera que tenga rendimientos tan bajos.
Podríamos decir desde este momento que las dos primeras líneas de inversión no son
muy recomendables puesto que en muchos de los años tendríamos sin invertir nuestro
dinero.
Las carteras que parecen más interesantes en este caso serían la C1, la D1 y la E1 ya
que, aunque en la cartera E1 también hay años con rendimiento cero, tienen en práctica-
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Figura 8.7: Evolución de los rendimientos conseguidos por carteras de beta mayor que uno. Ela-
boración propia
mente todos sus años rendimientos diferentes a cero, lo que significa que se puede formar
una cartera que cumpla con las exigencias.
A simple vista, se podría decir lo mismo que para las carteras anteriores, las variacio-
nes de los rendimientos en el tiempo parecen de la misma magnitud de las del mercado.
Esto podría no tener mucho sentido ya que se esperaba que tuviera fluctuaciones más
bruscas que el mercado. No obstante, no tenemos conocimiento de las betas de las carte-
ras que la componen, con las gráficas, únicamente sabemos que es mayor o menor que
uno, pero puede que se acerquen mucho a la unidad.
En algunas de estas carteras también podemos observar la tendencia decreciente de
los rendimientos, como en el caso de la C1 y la D1. Para el resto de carteras, la A1 y B1
tienen muchos años rendimiento cero, con lo cual no se puede observar ninguna línea de
tendencia. En el caso de la cartera E1 tampoco se ve claramente una línea de tendencia.
8.3 Descripción de los riesgos asumidos con las carteras
En este apartado se va a describir la evolución de los riesgos asumidos por las dife-
rentes líneas de inversión en los años de estudio.
Al igual que pasaba cuando comentamos el riesgo del índice DAX 30, el riesgo de las
líneas de inversión mostradas en las figuras 8.8 y 8.9 también está calculado por medio de
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Figura 8.8: Evolución del riesgo asumido con carteras de beta menor que uno. Elaboración propia
los rendimientos diarios. En este caso tampoco es relevante pues lo que se va a analizar
es la evolución del riesgo en cada una de estas carteras comparándolas con el índice.
En la figura 8.8 podemos ver la trayectoria del riesgo de las líneas de inversión cons-
truidas con títulos de beta menor que uno. En este caso podemos observar como en al-
gunas de ellas existen picos de riesgo pronunciados, sobre todo en las carteras A0,B0 y
D0. La diferencia con el riesgo del índice es que en este caso esos picos no coinciden con
las recesiones o crisis. En este caso. Las carteras C0,D0 y E0 en general presentan riesgos
más bajos que los riesgos que presenta el índice, cosa que es lógica al tratarse de líneas
de inversión formadas por acciones de beta menor que uno.
En la figura 8.9 podemos ver la trayectoria del riesgo de las líneas de inversión cons-
truidas con títulos de beta mayor que uno. Para este grupo debemos tener en cuenta lo
mismo que en el rendimiento, las carteras A0 y B0 no se pueden formar cumpliendo los
requisitos en muchos años, con lo cual, no se puede decir mucho acerca de su riesgo. Para
el resto de carteras se puede ver como los picos de riesgo son más pronunciados que en el
caso del índice, aunque, en general, no se puede afirmar que el riesgo es mayor que en el
índice, más bien el nivel de riesgo se suele mantener constante en unos niveles similares
a los del índice. Esto resulta extraño ya que se trata de carteras formadas con títulos de
beta mayor que uno.
Al igual que pasaba con los rendimientos de estas carteras, los riesgos no concuerdan
mucho con el echo de que sean carteras de beta mayor que uno. Sin duda es un dato
curioso a tener en cuenta.
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Figura 8.9: Evolución del riesgo asumido con carteras de beta mayor que uno. Elaboración propia
8.4 Análisis de los datos obtenidos en el cálculo del algoritmo
En este apartado se va a mostrar los datos obtenidos en la ejecución del algoritmo y se
van a comentar. Los datos presentados son las betas obtenidas durante toda la simulación
y los resultados medios de cada una de las carteras, esto quiere decir, rendimiento medio
de la cartera y riesgo medio asumido con la cartera. El rendimiento y riesgo medio hace
referencia a todos los años incluidos en el estudio.
En las figuras 8.10, 8.11 y 8.12 se puede visualizar todas y cada una de las betas es-
timadas durante el estudio, para cada uno de los títulos y para cada uno de los años de
estudio. Como podemos ver, lo normal es que una acción suela permanecer la mayor par-
te del tiempo en uno de los dos grupos, pudiendo variar de un grupo a otro en algunas
ocasiones. Estas acciones que alternan en diferentes ocasiones entre un grupo y otro sue-
len estar cerca del uno, pero no es normal cambios bruscos en las betas de las acciones.
Cabe recalcar que las betas de las acciones están estimadas con los rendimientos históri-
cos de cinco años inmediatamente anteriores a la fecha en que se calcula la beta, con lo
cual, sería extraño un cambio brusco en estos.
Existen, de entre todas estas, acciones que siempre están en un mismo grupo. En este
caso tenemos las acciones de MRK, HEN3, FRE, FME, BEI y ADS que siempre estarán
disponibles para formar parte de la cartera de betas menores que uno. Por otro lado,
tenemos las acciones de DBK, DAI y CBK que siempre pertenecerán al grupo de carteras
de beta mayor que uno. Atendiendo al número de acciones fijas en cada una de las partes,
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sería razonable pensar que las carteras formadas con títulos que tienen betas menores a
uno cambiaran menos de un año a otros que las formadas con acciones que tienen betas
mayores a uno.
Figura 8.10: Betas calculadas durante todo el estudio parte I. Elaboración propia
Figura 8.11: Betas calculadas durante todo el estudio parte II. Elaboración propia
Si leemos las tablas por años, es decir, por filas completas, estaremos viendo también
los dos grupos que se forman con los títulos. De esta manera podemos ver qué acciones
han sido candidatas potenciales para formar las carteras de betas mayores a uno y las
menores a uno.
En la figura 8.13 vemos los valores promedio de cada una de las carteras formadas
con betas mayores que uno a lo largo de todos los años de estudio. En estos valores está
el rendimiento aportado en promedio por la línea de inversión durante todos los años y,
el riesgo asumido promedio, que se mide como la varianza en nuestro estudio. También
podemos ver la beta media que ha tenido cada una de las líenas de inversión.
Si nos fijamos en los datos de la figura, podemos ver que es posible establecer una
clasificación de qué cartera es mejor y qué cartera es peor basándonos en estos datos.
Si miramos solamente entre las diferentes líneas de inversión de esta figura, podemos
ver que la cartera C1 es la cartera que ha aportado en promedio más rendimiento y que
asume, además, menos riesgo que las otras, ya que tiene la varianza más baja y la beta
más baja también.
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Figura 8.12: Betas calculadas durante todo el estudio parte III. Elaboración propia
Figura 8.13: Resultados líneas de inversión con betas mayores a uno. Elaboración propia
Además de esto, si comparamos esta cartera (C1) con los resultados del índice, po-
demos ver que la cartera ha obtenido un rendimiento promedio superior al promedio
obtendio por el índice. El riesgo promedio asumido por la cartera durante los años de
estudio es menor que la del índice también. La situación en la que nos encontramos en-
tonces es, que tenemos una cartera que en promedio ha obtenido más rendimiento que el
índice y con un riesgo inferior al del índice. Podemos decir que existe dominancia entre
la cartera C1 y el índice, siendo dominante la cartera C1 sobre el índice.
Ahora bien, aún nos quedan otras cinco carteras por revisar, estas carteras son las
que se construyen con betas menores que uno. En la figura 8.14 podemos ver los datos
referentes a estas líneas de inversión. Aquí se muestra la misma información que para las
carteras anteriores, el rendimiento y riesgo promedio.
Si buscamos entre los resultados de las carteras valores que mejoren el rendimiento
del índice, encontramos dos carteras, la cartera C0 y D0. Fijándonos en los rendimientos
ambas carteras tienen un rendimiento superior al del índice y, además, mirando la va-
rianza de cada una de ellas, también es menor que la del índice. Para este caso, al igual
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Figura 8.14: Resultados líneas de inversión con betas mayores a uno. Elaboración propia
que hicimos para la cartera C1, podemos decir que existe dominancia de las carteras C0
y D0 sobre el índice.
Comparando ambas carteras entre sí también podemos ver que existe dominancia
entre las dos. La cartera C0 aporta más rendimiento en promedio que la cartera D0 y
sumiendo un menor riesgo en promedio. Pasa lo mismo si comparamos la cartera C0 con
la cartera C1, la cartera C0 aporta un poco más de rendimiento que la cartera C1 y con un
riesgo inferior.
Ante el panorama planteado está claro que nos decantaríamos por seguir los movi-
mientos para invertir siempre como lo hace la línea de inversión C0. No obstante, para
poder dar una respuesta clara y contrastada de cuál de estas es la mejor opción es nece-
sario hacer una evaluación de desempeño de las carteras poder medio de ratios.
8.5 Evaluación del desempeño de las carteras
En este apartado se van a evaluar cada una de las carteras con diferentes ratios de
evaluación de desempeño. Recuerdo que los ratios que vamos a utilizar para la evalua-
ción del desempeño de las diferentes carteras son los tres descritos en la memoria que
son el ratio de Sharpe, el ratios de Treynor y el alfa de Jensen.
En la figura 8.15 podemos ver los ratios de Sharpe calculados para cada una de las
carteras. En esta imagen están las carteras con ratios de Sharpe más elevados sombrea-
dos de verde y con un recuadro rojo. Estas tres líneas de inversión poseen un ratio de
Sharpe superior a al del índice. Estas tres son, entonces, elecciones de inversión prefe-
ribles al índice de mercado. Aportan por cada punto de riesgo asumido más puntos de
rentabilidad que el índice. Si recordamos, las tres carteras destacadas son las mismas que
dijimos que eran dominantes mirando su rendimiento y riesgo. Esto era de esperar ya
que el ratio de Sharpe se calcula precisamente con estas dos medidas. De entre estas tres
carteras, como era obvio, la que mejor desempeño tiene es la C0.
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Figura 8.15: Ratios de Sharpe de las líneas de inversión. Elaboración propia
Figura 8.16: Ratios de Treynor de las líneas de inversión. Elaboración propia
En la figura 8.16 podemos ver los ratios de Treynor calculados para cada una de las
carteras. Al igual que en la anterior se pueden ver las carteras mejor valoradas por este
ratio sombreadas de verde y recuadradas en rojo. Para el ratio de Treynor se modifica un
poco la selección de las mejores carteras. Ahora ya no tenemos ninguna línea de inversión
de betas mayores que uno como de las mejores. Para este ratio las mejores opciones son
tres de la parte de betas menores que uno que son la C0, la D0 y la E0. Las dos primeras
carteras de las mencionadas coinciden con la valoración del ratio anterior, la tercera es
una discrepancia entre el la valoración del ratio de Sharpe y el de Treynor. Ambos ratios
son medidas relativas de desempeño puesto que se meden en base a una medida de ries-
go, pero uno lo hace con referencia al riesgo total (el ratio de Sharpe) y otro con referencia
al riesgo sistemático (el ratio de Treynor.
En la figura 8.17 podemos ver las alfas de Jensen calculadas para cada una de las
carteras. Para este caso seguimos con la misma dinámica que en las dos primeras, som-
breando de verde y recuadrando en rojo las mejores opciones para este indicador. En este
caso, el alfa de Jensen es índice de evaluación absoluto, no relativo, en el cual la medida
de riesgo utilizada es la misma que el modelo CAPM, es decir la beta. Pero en este caso
el cálculo es muy diferente al caso del ratio de Treynor. Para este indicador las mejores
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Figura 8.17: Alfas de Jensen de las líneas de inversión. Elaboración propia
opciones coinciden con el ratio de Treynor, siendo las líneas de inversión C0, D0 y E0 las
mejores opciones.
Después de repasar todos los ratios e indicadores de evaluación de desempeño y ana-
lizar las mejores opciones para cada uno de ellos, podemos ver que en todos ellos se
repiten siempre dos carteras, la C0 y la D0. De entre estas dos carteras, si nos fijamos cuál
de las dos optiene las puntuaciones más elevadas para cada ratio, vemos que la cartera
C0 es siempre la número uno para cada uno de los evaluadores utilizados.
Como presupusimos al mirar los niveles de rendimiento y riesgo promedio de cada
una de las líneas de inversión, la mejor opción de entre las diez cartera y el índices es
la C0. Cabe mencionar que no es raro que una cartera hecha con títulos que tienen be-
tas menores que uno pueda ser la mejor opción a la hora de evaluarla con los ratios de
desempeño pero, si es muy extraño que el rendimiento aportado por este tipo de carteras
supere al del índice e incluso a las cartera formadas por títulos con betas mayores que
uno.
8.6 Análisis de la mejor opción de inversión
En este apartado se va a analizar un poco más en detalle la línea de inversión que
se ha declarado como la mejor opción. En este análisis se van a presentar las diferentes
carteras que se han elaborado durante toda la simulación para esta línea de inversión,
presentando la composición de cada una de ellas.
En las figuras 8.18, 8.19 y 8.20 podemos ver las composiciones de las carteras que con-
forman esta línea de inversión durante todos los años de estudio. La tabla se lee igual que
las mostradas en las figuras 8.10, 8.11 y 8.12. Como podemos ver, existen varios títulos
que no se han utilizado en ningún año para confeccionar la cartera, no solamente los que
tienen siempre una beta mayor que uno, si no, también otros títulos con betas menores
que uno.
Los títulos que nunca se utilizan a pesar de tener una beta menor que uno en algunos
años son BMW, BAYN y BAS. El rendimiento medio anual de cada uno es; BMW un
0.8098 %, BAYN un 0.6246 % y BAS un 1.5144 %. Estos rendimientos son más bajos que el
rendimiento promedio anual de la línea de inversión, con lo que tiene sentido que no se
hayan utilizado.
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Figura 8.18: Pesos de las carteras de la línea de inversión C0. Elaboración propia
Figura 8.19: Pesos de las carteras de la línea de inversión C0. Elaboración propia
Figura 8.20: Pesos de las carteras de la línea de inversión C0. Elaboración propia
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Figura 8.21: Acciones más recurrentes en la cartera C0. Elaboración propia
      Atendiendo a los porcentajes de las composiciones, se pueden distinguir algunos títu-los que 
son recurrentes en la composición de estas carteras y que, además, suelen suponer altos 
porcentajes de inversión. Los títulos que destacan son MRK, HEN3, FME y DTE. En la figura 
8.21 podemos ver el nivel de utilización de estas acciones. En estas gráficas es-tá representado el 
peso de cada una de estas acciones cada uno de los años. Esto quiere decir que son las mejores 
opciones de inversión de entre todas las opciones posibles.
      Hay que hacer un apunte, y es que esta línea de inversión tiene el problema de que no existe 
una  cartera que cumpla las condiciones exigidas para esta línea de inversión en dos años, el año 
2007 y el año 2008. Si nos fijamos, la segunda cartera o línea de inversión más rentable sí que 
forma cartera en esos años ya que su rendimiento en esos años es diferente de cero en la figura 
8.5. Se podría optar por la estrategia de calcular las dos carteras y, si se puede formar la cartera 
C0 se escoge esa, si no, se escoge la cartera D0. También se podría pensar que el algoritmo nos 
está previniendo de una pérdida y por eso no forma cartera, ya que para el año 2008 la 
rentabilidad obtenida es muy negativa.
CAPÍTULO 9
Conclusiones
En este trabajo se han confeccionado carteras eficientes siguiendo una serie de cri-
terios en la construcción. Estos criterios tienen relación con la volatilidad de los títulos,
medido por medio de la beta de Sharpe, y la rentabilidad exigida. Haciendo uso del mo-
delo de Markowtiz de carteras eficientes y datos históricos de rendimientos de los títulos,
pertenecientes al periodo 1999-2020, se han ido generando los diferentes portafolios. Si-
guiendo estas pautas se han creado diez líneas de inversión diferentes.
Estas líneas de inversión se han analizado de manera descriptiva, observando la evo-
lución de sus rendimientos y riesgos, y por medio de ratios de evaluación de desempeño
de carteras, que son el ratio de Sharpe, el de Treynor y el alfa de Jensen. En el análisis de
los resultados ha sido sorprendente ver que líneas de inversión generadas con carteras de
betas menores a uno obtuvieran mejores rendimientos que el índice y asumiendo menos
riesgo.
En concreto, la mejor línea de inversión, es decir, la constituida por las carteras que
mejores rendimientos han obtenido en promedio, es la línea de inversión formada por
carteras de beta menor a uno y con un rendimiento exigido en el modelo de Markowitz
de 0. Analizando un poco más en profundidad esta cartera se ha podido comprobar que
existen cuatro títulos recurrentes y que tienen gran peso en las carteras que conforman
esta línea de inversión. Estos títulos son Fresen.Med.Care KGAA O.N. (FME), Henkel
AG+CO.K.GAA VZO (HEN3), Merck KGAA O.N. (MRK) y DT.Telekom AF NA (DTE).
Para futuros trabajos sería interesante estudiar estrategias de inversión que utilizaran
solamente títulos con betas menores a uno, intentando establecer alguna pauta en el nivel
de retorno exigido para el modelo de carteras eficiente que se utilizase, y no colocar de
manera fija los rendimientos exigidos como en este trabajo. De esta manera se podría
intentar averiguar si es realmente posible que carteras formadas por títulos con betas
inferiores a uno puedan obtener mejores rendimientos que el DAX 30 asumiendo niveles
de riesgo más bajos o simplemente que estos resultados se deben a mera casualidad.
En conclusión, se ha conseguido el objetivo principal de este trabajo, conseguir hallar
carteras eficientes que superen el desempeño del mercado, en este caso el DAX 30, por
medio de la inversión en carteras con betas inferiores a uno y con un rendimiento exigido
en el modelo de Markowitz igual a 0. Además, se han podido cumplir los objetivos se-
cundarios. Por un lado, se ha hallado la posibilidad de que el hecho de que carteras con
betas menores a uno, superen el rendimiento del mercado con niveles de riesgo inferio-
res, sea un patrón que se repita. Y por otro lado, se ha visto que el DAX 30 es un índice





[1] Antón Aguilar, A. A. (2015). Optimización de carteras de inversión mediante técnicas
evolutivas y diferentes medidas de riesgo (trabajo final de grado). Madrid, España: Uni-
versidad Carlos III de Madrid.
[2] BBVA. (2020, 4 septiembre). Qué es la renta variable. Recuperado 21 de ju-
lio de 2020, de http://bbva.net/general/finanzas-vistazo/fondos-inversion/
que-es-la-renta-variable/index.jsp.
[3] Brealey, R. A., Myers, S. C., & Allen, F. (2014). Principles of Corporate Finance. New
York, Estados Unidos: McGraw-Hill Education.
[4] Burgos Escribano, J. (2015). Un análisis estadístico del DAX 30 (trabajo final de grado).
Sevilla, España: Universidad de Sevilla.
[5] Carvalho, F. S. (2018). Programación estocástica, aplicación a la gestión de activos y pasivos
(tesis doctoral). Madrid, España: Universidad complutense de Madrid.
[6] CNMV. (s. f.-a). Renta fija privada. Recuperado 21 de julio de 2020, de https://www.
cnmv.es/Portal/inversor/RentaFija-Privada.aspx.
[7] CNMV. (s. f.-a). Renta fija pública. Recuperado 21 de julio de 2020, de https://www.
cnmv.es/Portal/inversor/RentaFija-Publica.aspx.
[8] Economistas.es. (2019, 20 julio). ¿Cuáles son los instrumentos de Renta Variable y
qué riesgos tienen? Recuperado 21 de julio de 2020, de https://economistas.es/
cuales-los-instrumentos-renta-variable-riesgos-tienen/.
[9] Espiñeira Carmona, D. C. (2015). Comparación del IBEX 35 y el DAX 30: metodología
de cálculo de rendimientos (trabajo final de grado). Sevilla, España: Universidad de
Sevilla.
[10] Fama, E. F. (1965). Random Walks in Stock Market Prices. Financial Analysts Journal,
21(5), 55-59. https://doi.org/10.2469/faj.v21.n5.55
[11] Fama, E. F. (1970, mayo). Efficient capital markets: a review of theory and empirical
work. The Journal of Finance, 25(2), 383-417. https://doi.org/10.2307/2325486
[12] Fama, E. F., & Kenneth, R. F. (2003). The Capital Asset Pricing Model: Theory and Evi-
dence. Recuperado de https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=
440920.
[13] FIKAI. (2013). Programa de asesor financiero nivel II. Bilbao, España: European Finan-
cial Planning.




[15] Herrera, F. H. (2009). Introducción a los algoritmos metaheurísticos. Granada, España:
Universidad de Granada.
[16] IG. (s. f.). Mercado de valores (definición). Recuperado 20 de julio de 2020, de https:
//www.ig.com/es/glosario-trading/definicion-de-mercado-de-valores#
information-banner-dismiss
[17] Jensen, M. C. (1968). THE PERFORMANCE OF MUTUAL FUNDS IN THE PE-
RIOD 1945-1964. The Journal of Finance, 23(2), 389-416. https://doi.org/10.1111/
j.1540-6261.1968.tb00815.x
[18] José Pedro, G. S. (2013). Apuntes de optimización combinatoria. Universidad
politécnica de Valencia. Recuperado de http://personales.upv.es/jpgarcia/
LinkedDocuments/ApuntesOptimizacionCombinatoria.pdf
[19] Kenton, W. (2019, abril). Capital Asset Pricing Model (CAPM). Investopedia. Recupe-
rado de https://www.investopedia.com/terms/c/capm.asp
[20] López, J. (2019). Modelo de Markowitz. Economipedia. Recuperado de https:
//economipedia.com/definiciones/modelo-de-markowitz.html
[21] Lupa Bascones, C. I. (2019). Análisis de carteras eficientes, una comparativa del IBEX
35 y el DAX 30 en el periodo 2014-2019 (trabajo final de grado). San Cristóbal de La
Laguna, España: Universidad de La Laguna.
[22] Maestre, M. M. (s. f.). Técnicas clásicas de optimización. Valencia, España: Universidad
politécnica de Valencia.
[23] Markowitz, H. (1952). Portfolio selection. The journal of finance, 7(1), 77-91. https:
//doi.org/10.2307/2975974
[24] Markowitz, H. M. (1959). Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments.
New York, United States of America: Yale University Press.
[25] Pérez, N. P. (2019, 2 enero). ¿En qué consiste el mercado de valores? Re-
cuperado 20 de julio de 2020, de https://www.eurekers.com/cursosbolsa/
mercado-de-valores-definicion
[26] Ribal Sanchis, J. R., Segura García del Río, B. S., & Guadalajara Olmeda, N. G.
(2003). Modelos modificados de Sharpe para el mercado de tierra en España.
Revista española de estudios agrosociales y pesqueros, (199), 119-137. Recuperado de
https://ageconsearch.umn.edu/record/184346/files/pdf_reeap-r199_04.pdf
[27] Ross, S. A. (1976). The arbitrage theory of capital asset pricing. Journal of Economic
Theory, 13(3), 341-360. https://doi.org/10.1016/0022-0531(76)90046-6
[28] Sharpe, W. F. (1994). The Sharpe Ratio. The Journal of Portfolio Management, 21(1),
49-58. https://doi.org/10.3905/jpm.1994.409501
[29] Silvestre, P. H. (2011). Fundamentos de la optimización. Cartagena, España: Universi-
dad Politécnica de Cartagena.
[30] Treynor, J. L., & Black, F. (1973). How to Use Security Analysis to Improve Portfolio
Selection. The Journal of Business, 46(1), 66 https://doi.org/10.1086/295508




















############### Configuracion entorno ###############
options(max.print = 500)
############### Importacion datos ###############
ruta_archivo <-
  file.choose() #Buscámos el archivo excel que tiene en cada hoja un título
hojas <-
  c(excel_sheets(ruta_archivo)) #Creamos el vector hojas con los nombres de las hojas del excel
############### Tratamiento de datos ###############
#Eliminación de títulos discriminados por fecha
titulosEliminar <- c('VNA', 'DB1', 'IFX', 'DPW', 'LIN')
for (i in seq_along(titulosEliminar)) {
  titulosEliminar[i] <- which(hojas == titulosEliminar[i])
}
hojas <- hojas[-as.numeric(titulosEliminar)]
#Generamos un vector del tamaño de hojas para almacenar en cada espacio del vector un Data Frame
datos <- vector(length = length(hojas))
#Con este bucle podemos inicializar un vector de Data Frames desde un excel, donde cada Data 
Frame es una hoja del excel
for (i in seq_along(datos)) {
  datos[i] <-
    read_excel(ruta_archivo, sheet = hojas[i]) #Sirve para inicializar un vector en cada espacio 
del vector datos del tamaño de los datos de la hoja de la excel
  datos[[i]] <-
    read_excel(ruta_archivo, sheet = hojas[i]) #Sirve para importar los datos de la hoja a cada 
vector existente en cada espacio del vector datos
}
#Limpiamos los valores. Se filtran por fecha, solamente cogemos
#las muestras que tengan fechas iguales al resto de títulos.
for (i in seq_along(datos)) {
  #Recorre todos los títulos
  datos[[i]] <- datos[[i]][-1]
  if (i == 1) {
    for (x in seq_along(datos)) {
      #Cogemos el primer título y comparamos con todos los
      #títulos restantes
      datos[[i]] <-
        datos[[i]] %>% filter(FECHA %in% datos[[x]]$FECHA)
      #El resultado será un Data Frame que tenga muestras con
      #fechas que existan en todos títulos
    }
  } else {
    #Para el resto de títulos, si tienen las mismas fechas que
    #el primero entonces estas coincidirán también con las del resto




# En esta sección se calcularán los rendimientos de todos los títulos que componen
# el DAX 30 y están dentro de nuestro estudio. En este caso se va a utilizar el rendimiento
# logarítmico. Este tipo de cálculo de rendimiento es más real, pues nos dice en cada
# momento el rendimiento real que hemos obtenido con respecto a un inicio.
############################################################################################
#Obtenemos rendimientos de los títulos
rendimientos.sharpe <- datos
for (i in seq_along(datos)) {
  rendimientos.sharpe[[i]] <- rendimientos.sharpe[[i]][-1, ]
  rendimientos.sharpe[[i]][2] <- diff(log(datos[[i]][[2]]))
  rendimientos.sharpe[[i]] <-
    rename(rendimientos.sharpe[[i]], RENDIMIENTO = PRECIO)
}
#Añadimos una nueva columna a los Fata Frame con los rendimientos del mercado (DAX) para poder 
calcular las betas
#En este caso simplemento añadimos una columna nueva con los rendimientos del índice bursátil 
DAX 30, puesto que en
#nuestro caso el mercado está representando por este índice.
for (i in seq_along(rendimientos.sharpe)) {
  rendimientos.sharpe[[i]]$MERCADO <- rendimientos.sharpe[[1]][[2]]
}
############################################################################################
# En esta sección se va a calcular la beta del modelo de Sharpe. Esta beta indica la
# sensibilidad de un título a los cambios del mercado. Cuanto mayor sea esta variable
# querrá decir que mayor es la influencia del mercado en el título en cuestión. En otras
# palabras, si tenemos un título con una beta mayor que uno, querrá decir que una variación
# de mercado de magnitud x, afectará en un grado mayor que x al título. Por el contrario,
# si la variable beta es menor que uno, querrá decir que una variación de mercado de
# magnitud y, afectará a en un grado menor que y al título.
#
# Para estimar esta variable vamos a utilizar regresión lineal en el modelo de Sharpe.
# Cuando tenemos las betas clasificamos las carteras atendiendo justamente a este critero.
# Dependiendo de si la beta es mayor o menor que uno, clasificaremos los títulos en dos
# carteras diferentes.
############################################################################################
############### Cálculo de betas ################
# Aislamos los rendimientos del índice para poder comparar su desempeño con el de las otras 
carteras
rendimiento.indice <-
  rendimientos.sharpe[[1]][-3] %>% filter(year(FECHA) >= year(rendimientos.sharpe[[1]][[1]][1]) 
+ 5)
tibbleaux <-
  tibble(FECHA = as.POSIXct("31/12/2000", format = "%d/%m/%Y"),
         RENDIMIENTOS = 1.0)
serie.rendimiento.indice <- c()
serie.rendimiento.under1 <-
  list(tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux)
serie.rendimiento.over1 <-
  list(tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux)
tibbleaux <-
  tibble(FECHA = as.POSIXct("31/12/2000", format = "%d/%m/%Y"),
         RIESGOS = 1.0)
serie.riesgo.indice <- c()
serie.riesgo.under1 <-
  list(tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux)
serie.riesgo.over1 <-
  list(tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux)
tibbleaux <-
  tibble(FECHA = as.POSIXct("31/12/2000", format = "%d/%m/%Y"),
         BETA = "1.0")
serie.betas <- tibbleaux
tibbleaux <-
  tibble(FECHA = as.POSIXct("31/12/2000", format = "%d/%m/%Y"),
         PESO = "1.0")
serie.pesos.over1 <-
  list(tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux)
serie.pesos.under1 <-
  list(tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux, tibbleaux)
datos.futuros.under1.medios <- c()
datos.futuros.over1.medios <- c()
# En este bucle se meterán diferentes cosas, entre ellas se calculará las  betas, se 
clasificarán las carteras, se hallarán
# los pesos óptimos de cada uno de los títulos y se calculará el rendimiento y el riesgo de las 
mismas. En el cáculo del rendimiento
# se ha cogido la composición de la cartera y se ha simulado que se han cogido esos pesos para 
invertir en el año posterior, por lo tanto,
# el rendimiento calculado es el rendimiento que hubieramos obtenido si hubiésemos tenido esa 
cartera. Lo mismo pasaría con el cálculo
# del riesgo de la cartera.
for (i in (year(rendimientos.sharpe[[1]][[1]][1]) + 5):year(rendimientos.sharpe[[1]][[1]]
[length(rendimientos.sharpe[[1]][[1]])])) {
  #Del primer año + 5 hasta el último
  beta <-
    vector(length = length(datos)) #Definimos un vector que almacene las betas de cada uno de 
los data frame
  rendimientos.markowitz <-
    rendimientos.sharpe #Inicializamos el vector para alojar los rendimientos filtrados por años 
y columnas
  rendimientos.markowitz.futuros <-
    rendimientos.sharpe
  datos.markowitz.futuros <-
    datos #Inicializamos el vector para alojar cotizaciones futuras, o sea, del siguiente año al 
de estudio
  for (x in 2:length(datos)) {
    #Empezamos en el 2 porque el número 1 es el DAX, que es mercado
    #Calculamos la beta de cada títulos
    beta[x] <-
      lm(RENDIMIENTO ~ MERCADO,
         data = filter(
           rendimientos.sharpe[[x]],
           format(FECHA, format = "%Y") > i - 5 &
             format(FECHA, format = "%Y") < i
         ))[[1]][[2]]
    #Preparamos los rendimientos para el modelo de Markowitz
    rendimientos.markowitz[[x]] <-
      rendimientos.sharpe[[x]][, 1:2] %>% filter(format(FECHA, format = "%Y") > i - 5 &
                                                   format(FECHA, format = "%Y") < i)
    rendimientos.markowitz.futuros[[x]] <-
      rendimientos.sharpe[[x]][, 1:2] %>% filter(format(FECHA, format = "%Y") >= i &
                                                   format(FECHA, format = "%Y") < i + 1)
    datos.markowitz.futuros[[x]] <-
      datos[[x]][, 1:2] %>% filter(format(FECHA, format = "%Y") >= i &
                                     format(FECHA, format = "%Y") < i + 1)
  }
  #Guardamos las betas que vamos calculando en un tibble.
  #Posteriormente tendremos que clasificar las betas cada año con sus
  #títulos
  serie.betas <-
    rbind(serie.betas,
          tibble(
            FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/",
                                     i,
                                     sep = ""), format = "%d/%m/%Y"),
            BETA = paste(beta, collapse = ";")
          ))
  
  #Eliminamos de los rendimientos el DAX
  rendimientos.markowitz <- rendimientos.markowitz[-1]
  rendimientos.markowitz.futuros <-
    rendimientos.markowitz.futuros[-1]
  datos.markowitz.futuros <-
    datos.markowitz.futuros[-1]
  
  # En esta sección se van a separar los títulos filtrándo por la beta. Se ha cambiado el vector 
que contenía la beta por un vector
  # binario, este tiene un uno donde la beta es mayor que uno y, tiene un cero donde la beta es 
menor que uno.
  ############### Clasificacion de las carteras según la beta ###############
  beta <- ifelse(beta > 1, 1, 0)
  #Combinamos todos los Data Frame en uno solo. Como lo que teníamos era un Vector que en cada 
posición tenía un Data Frame, lo que vamos a hacer,
  # porque necesitamos tener todos los datos en un Data Frame para los cáculos posteriores, es 
combinar todos los Data Frame que contiene el vector
  # en un solo data frame que tiene en la primera columna la fecha y en las demás los 
rendimeintos correspondientes a cada uno de los títulos
  rendimientos <-
    merge(rendimientos.markowitz[[1]], rendimientos.markowitz[[2]], by = "FECHA") #Generamos la 
variable que manejaremos en el modelo de Markowitz
  rendimientos.futuros <-
    merge(rendimientos.markowitz.futuros[[1]],
          rendimientos.markowitz.futuros[[2]],
          by = "FECHA")
  datos.futuros <-
    merge(datos.markowitz.futuros[[1]],
          datos.markowitz.futuros[[2]],
          by = "FECHA") #Generamos la variable que manejaremos en el modelo de Markowitz
  for (x in 3:length(rendimientos.markowitz)) {
    rendimientos <-
      merge(rendimientos, rendimientos.markowitz[[x]], by = "FECHA")
    rendimientos.futuros <-
      merge(rendimientos.futuros,
            rendimientos.markowitz.futuros[[x]],
            by = "FECHA")
    datos.futuros <-
      merge(datos.futuros,
            datos.markowitz.futuros[[x]],
            by = "FECHA")
  }
  #Renombramos las columnas con las siglas del título
  names(rendimientos)[2:length(rendimientos)] <-
    hojas[2:length(hojas)]
  names(rendimientos.futuros)[2:length(rendimientos)] <-
    hojas[2:length(hojas)]
  names(datos.futuros)[2:length(rendimientos)] <-
    hojas[2:length(hojas)]
  # Para clasificar los títulos, vamos a aprovechar el orden en que tenemos la tabla. El vector 
"beta" tiene unos y ceros dependiendo
  # de que el titulo tenga una beta mayor o menor que uno y, además, el orden en que aparecen 
estos valores es el mismo que el orden
  # en que estan ordenadas las columnas del Data Frame rendimeintos, por esto, podemos eliminar 
atendiendo al criterio de si es cero o
  # uno, sabiendo que efectivamente se va a eliminar de la cartera que está compuesta por 
títulos con betas mayores que uno, los valores
  # tienen una beta menor que uno.
  # Para la eliminación es necesario añadir a las posiciones del vector beta una unidad, ya que 
ahora tenemos en primer lugar
  # la columna de fecha, que en el vector beta no está.
  #Eliminamos según la beta
  rendimientos.under1 <- rendimientos[-(which(beta == 1) + 1)]
  rendimientos.over1 <- rendimientos[-(which(beta < 1) + 1)]
  #Rendimientos de los titulos del año siguiente al calculo de la cartera. Para calcular un 
hipotetico rendimiento de las carteras
  rendimientos.futuros.under1 <-
    rendimientos.futuros[-(which(beta == 1) + 1)]
  rendimientos.futuros.over1 <-
    rendimientos.futuros[-(which(beta < 1) + 1)]
  datos.futuros.under1 <-
    datos.futuros[-(which(beta == 1) + 1)]
  datos.futuros.over1 <-
    datos.futuros[-(which(beta < 1) + 1)]
  #Ya tenemos las carteras confeccionadas atendiendo al criterio mencionado. Ahora se calculará 
la matriz de varianzas covarianzas
  # para poder calcular el riesgo asumido durante el año al haber invertido en cada una de las 
carteras
  #Calculamos matriz varianza-covarianzas
  matriz.varianzas.covarianzas.under1 <-
    cov(rendimientos.futuros.under1[2:length(rendimientos.futuros.under1)])
  matriz.varianzas.covarianzas.over1 <-
    cov(rendimientos.futuros.over1[2:length(rendimientos.futuros.over1)])
  #Como tenemos los rendimientos diarios, tenemos que pasarlo a rendimiento anual, esto se puede 
hacer hallando la media
  # de los rendimientos. La media de los rendimientos serán los rendimientos futuros, es decir, 
los rendimientos del año
  # siguiente. El motivo es que estos serían los rendimientos que realmente hubieramos obtenido 
invirtiendo en estas carteras
  datos.futuros.under1.medios <- c()
  for (x in 2:length(datos.futuros.under1)) {
    datos.futuros.under1.medios[(x - 1)] <-
      log10(datos.futuros.under1[[x]][length(datos.futuros.under1[[1]])] /
              datos.futuros.under1[[x]][1])
  }
  datos.futuros.over1.medios <- c()
  for (x in 2:length(datos.futuros.over1)) {
    datos.futuros.over1.medios[(x - 1)] <-
      log10(datos.futuros.over1[[x]][length(datos.futuros.over1[[1]])] /
              datos.futuros.over1[[x]][1])
  }
  #############################################################################################
  # En esta parte se va a calcular la cartera eficiente de mínima varianza por medio del modelo
  # de Markowitz. En este caso se utilizará la librería de R fPortfolio. Mediente esta librería
  # y haciendo uso de sus funciones, es fácil hallar los pesos de los títulos que conforman
  # las carteras.
  #############################################################################################
  ############### Cálculo de lo pesos de la cartera de mínima varianza ###############
  #Preparación de variables para modelo de Markowitz
  espcartera <-
    portfolioSpec() #Cartera objetivo, al no especificar nada a la función portfolioSpec() se 
calculará el portfolio
  #eficiente con el modelo de Markowitz
  setRiskFreeRate(espcartera) <-
    -0.00463 #Rentabilidad del activo libre sin riesgo, pero que habrá que modificarlo y poner 
el del 03/06/2020
  constraints <-
    "LongOnly" #Definimos la condición que solmente se permiten posiciones en largo
  
  #Definimos los rendimientos objetivo que vamos a fijar para el cálculo de las diferentes 
carteras
  rendimientosObjetivo <- c(-0.0005,-0.0002, 0, 0.0002, 0.0005)
  #En este bucle calcularemos todas las carteras para cada uno de los niveles de retorno que 
fijamos
  #y los almacenaremos en las series temporales.
  
  for (j in seq_along(rendimientosObjetivo)) {
    setTargetReturn(espcartera) <- rendimientosObjetivo[j]
    portFolio.under1 <-
      efficientPortfolio(as.timeSeries(rendimientos.under1),
                         espcartera,
                         constraints)
    portFolio.over1 <-
      efficientPortfolio(as.timeSeries(rendimientos.over1),
                         espcartera,
                         constraints)
    #Obtenemos los pesos de las carteras
    weights.under1 <- getWeights(portFolio.under1)
    weights.over1 <- getWeights(portFolio.over1)
    
    serie.pesos.under1[[j]] <-
      rbind(serie.pesos.under1[[j]],
            tibble(
              FECHA = as.POSIXct(paste(
                "31/12/",
                format(rendimientos.markowitz.futuros[[1]][[1]], format = "%Y")[1],
                sep = ""
              ), format = "%d/%m/%Y"),
              PESO = paste(weights.under1, collapse = ";")
            ))
    
    serie.pesos.over1[[j]] <-
      rbind(serie.pesos.over1[[j]],
            tibble(
              FECHA = as.POSIXct(paste(
                "31/12/",
                format(rendimientos.markowitz.futuros[[1]][[1]], format = "%Y")[1],
                sep = ""
              ), format = "%d/%m/%Y"),
              PESO = paste(weights.over1, collapse = ";")
            ))
    
    
#############################################################################################
    # En esta parte se calcularán los rendimientos de las carteras que obtendrían si se hubiera
    # invertido en ellas. Para esto, como indicamos, utilizamos los rendimientos medio de los
    # diferentes títulos del año posterior.
    
#############################################################################################
    ############### Cálculo de los rendimientos con las carteras ###############
    rendimientos.futuros.under1.medios <- c()
    for (x in 1:length(datos.futuros.under1.medios)) {
      #Multiplicamos los pesos de los titulos de la cartera por su rendimiento anual del año
      rendimientos.futuros.under1.medios[x] <-
        datos.futuros.under1.medios[x] * weights.under1[x]
    }
    rendimientos.futuros.over1.medios <- c()
    for (x in 1:length(datos.futuros.over1.medios)) {
      #Multiplicamos los pesos de los titulos de la cartera por su rendimiento anual del año
      rendimientos.futuros.over1.medios[x] <-
        datos.futuros.over1.medios[x] * weights.over1[x]
    }
    #Obtenemos el rendimiento de la cartera para el año sumando los rendimientos que aportan 
cada
    #uno del os títulos por separado
    
    rendimientos.futuros.under1.medios[1] <-
      sum(rendimientos.futuros.under1.medios)
    rendimientos.futuros.over1.medios[1] <-
      sum(rendimientos.futuros.over1.medios)
    #Almacenamos el rendimiento de la cartera en la serie de rendimientos
    serie.rendimiento.under1[[j]] <-
      rbind(
        serie.rendimiento.under1[[j]],
        tibble(
          FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/", filter(
            format(rendimientos.futuros[1], format = "%Y")
          )[[1]][1], sep = ""), format = "%d/%m/%Y"),
          RENDIMIENTOS = rendimientos.futuros.under1.medios[1]
        )
      )
    serie.rendimiento.over1[[j]] <-
      rbind(
        serie.rendimiento.over1[[j]],
        tibble(
          FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/", filter(
            format(rendimientos.futuros[1], format = "%Y")
          )[[1]][1], sep = ""), format = "%d/%m/%Y"),
          RENDIMIENTOS = rendimientos.futuros.over1.medios[1]
        )
      )
    #Calculo de la varianza como nivel de riesgo de la cartera. Ahora utilizamos el vector de 
pesos
    #y la matriz de varianza covarianza para hayar la varianza de la cartera y la almacenamos en 
la serie
    serie.riesgo.under1[[j]] <-
      rbind(
        serie.riesgo.under1[[j]],
        tibble(
          FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/", filter(
            format(rendimientos.futuros[1], format = "%Y")
          )[[1]][1], sep = ""), format = "%d/%m/%Y"),
          RIESGOS = t(weights.under1) %*% matriz.varianzas.covarianzas.under1 %*% 
t(t(weights.under1))
        )
      )
    serie.riesgo.over1[[j]] <-
      rbind(
        serie.riesgo.over1[[j]],
        tibble(
          FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/", filter(
            format(rendimientos.futuros[1], format = "%Y")
          )[[1]][1], sep = ""), format = "%d/%m/%Y"),
          RIESGOS = t(weights.over1) %*% matriz.varianzas.covarianzas.over1 %*% 
t(t(weights.over1))
        )
      )
    
  }
} # Fin del algoritmo
##################################################
# Bucle limpieza fila auxiliar series temporales
##################################################
for (i in seq_along(rendimientosObjetivo)) {
  serie.rendimiento.over1[[i]] <- serie.rendimiento.over1[[i]][-1,]
  serie.rendimiento.under1[[i]] <-
    serie.rendimiento.under1[[i]][-1,]
  serie.riesgo.over1[[i]] <- serie.riesgo.over1[[i]][-1,]
  serie.riesgo.under1[[i]] <- serie.riesgo.under1[[i]][-1,]
  serie.pesos.over1[[i]] <- serie.pesos.over1[[i]][-1,]




# Bucle preparación datos del índice
##################################################
for (i in (year(rendimiento.indice[[1]][1])):year(rendimiento.indice[[1]]
[length(rendimiento.indice[[1]])])) {
  aux <- (datos[[1]] %>% filter(
    format(FECHA, format = "%Y") >= i &
      format(FECHA, format = "%Y") < i + 1
  ))
  serie.rendimiento.indice <-
    rbind(serie.rendimiento.indice,
tibble(
FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/", i), format = "%d/%m/%Y"),
RENDIMIENTOS = log10(aux[[2]][length(aux[[1]])] / aux[[2]][1])
))
  serie.riesgo.indice <-
    rbind(serie.riesgo.indice,
tibble(
FECHA = as.POSIXct(paste("31/12/", i), format = "%d/%m/%Y"),
RIESGOS = (datos[[1]] %>% filter(
format(FECHA, format = "%Y") >= i &
format(FECHA, format = "%Y") < i + 1
))[[2]] %>% var()
))
}
